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9.2 Produit scalaire: définition, exemples

Notes

Dans cette vidéo, nous allons donner la définition générale d'un produit
scalaire sur un [R-espace vectoriel. On a déja vu dans la vidéo
précédente, ce qu'est le produit scalaire dans R? et R3, maintenant, on va

généraliser ca.

Summary
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Définition.

(a) Soit V' un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur V' est une application qui fait

correspondre a chaque paire ordonnée (u,v) de vecteurs u,v € V' un nombre réel, noté

(u,v) € R, tel que les conditions suivantes sont vérifiées, pour tous u,v,w € V, A e R :

) < > a (U U) ST;T{"?M
) (u+v,w) = (u,w) + (v, w) addA 3 g
) (Au, U) Au, v)

4) (u,u) > 0etsi(u,u)=0alorsu=20

(1
(2
(3
(

(b) Un R-espace vectoriel de dimension finie muni d'un produit scalaire s'appelle un espace

euclidien.

9.2 Produit scalaire: définition, exemples

Alors la définition est la suivante : Je me donne un R-espace vectoriel,
un produit scalaire sur V, donc je souligne ¢a, est une application qui fait
correspondre a chaque paire ordonnée de vecteurs. Donc je prends un u
et v dans V et puis je vais faire correspondre un nombre réel, noté <.,.>.
La notation c'est pas standard dans ce cours, bon c'est pas pas non-
standard non plus, c'est-a-dire c'est une notation qui est utilisée mais il y
a d'autres notations. Pour ce cours, je choisis la notation avec des
crochets pointus, donc <u, v> qui dénote le nombre réel qui est associé
a la paire (u, v), tel que les conditions suivantes soient vérifiées : pour
tous u, v, w dans V et A dans R. Donc d'abord, il faut que la valeur qu'on
trouve, si on met u en premier ou v en premier, ca c'est la méme. Donc
ca c'est symétrique. Et puis ici, on a la propriété que si on fait une
somme de deux vecteurs, alors ca se défait, donc c'est linéaire a gauche
mais comme c'est symétrique, c'est aussi linéaire a droite. Donc ¢a c'est
linéaire ou additif disons. Mais également a droite car quand on change

de coté, c'est symétrique.

(e
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Notes

Summary
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Définition.

(a) Soit V' un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur V' est une application qui fait

correspondre a chaque paire ordonnée (u,v) de vecteurs u,v € V' un nombre réel, noté

(u,v) € R, tel que les conditions suivantes sont vérifiées, pour tous u,v,w € V, A e R :

(wv) = (v,u)  spibpe

(Au,v) = A(u, v)
4) (u,u) >0 etsi (u,u) =0 alors u=0

S
s Lensaice, "L indaine.

(1
(2
(3
(

)
) (u-l—v w) = (u,w)-f—('u,w){ addf- & gpuche | Epulonart & dnke
)

(b) Un R-espace vectoriel de dimension finie muni d'un produit scalaire s'appelle un espace

euclidien.

Eameﬂr- luny  S'appell [e }Drv/w;Z scallaire o w el

9.2 Produit scalaire: définition, exemples

Et puis ici les scalaires, on multiplie le vecteur par un scalaire, alors ca
sort. C'est la méme chose a droite comme c'est symétrique. Donc ici
maintenant, ces deux conditions ensemble ¢a veut dire linéaire a gauche
et a droite, on dit bilinéaire, parce que c'est vrai a gauche et a droite. Et
puis enfin, une derniére propriété qui est tres, trés importante, c'est que
si on fait le produit scalaire de u avec lui-méme, alors ¢a donne toujours
un nombre réel non-négatif. Et si ca donne le nombre 0, alors ca veut
dire que le vecteur u est 0. Et ¢a c'est un axiome. C'est quelque chose
que nous imposons. Donc il faut a chaque fois vérifier ces quatre
conditions pour savoir qu'on a un produit scalaire. Maintenant, si on a
un R-espace vectoriel de dimension finie qui est muni d'un produit
scalaire, alors on 1'appelle un espace euclidien. Ce nom est utilisé dans
ce cas-ci, ou on a R-espace vectoriel de dimension fini. Maintenant,
comme j'ai déja utilisé, mais je vais faire la remarque. J'ai déja fait
comme c¢a ci-dessus. C'est que cette valeur qu'on trouve s'appelle le

produit scalaire de u et v. Voila, ca s'appelle le produit scalaire de u et v.

('
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Summary
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Définition.
(a) Soit V' un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur V' est une application qui fait

correspondre a chaque paire ordonnée (u,v) de vecteurs u,v € V' un nombre réel, noté

u,v) € R, tel que les conditions suivantes sont vérifiées, pour tous u,v,w € V, A€ R :

(

( ) < >: ('U U) S'rl%e;u

(2) <U-|-U w) = (u,w)—i—(v,w){ GdAAE 2 ke iyl & dk
( ) <)\’LL U>:)\(U,’l}>

(4) (u,u) >0etsi(u,u)=0alorsu=0

NLpigine, b linsgin.

(b) Un R-espace vectoriel de dimension finie muni d'un produit scalaire s'appelle un espace
euclidien.

Zameﬁr- < Luydy S'apfe//e /e }D/"JW)Z seallaire dé u efv.
(ko nofToes Wblecs  omoamad . Culv), Lulvd, (uv).

.
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Notes

Ca c'est une remarque. Et puis, juste pour vous rendre attentifs, il y a
d'autres notations possibles utilisées couramment. Par exemple, des fois
on voit u avec une barre v. Des fois on voit la méme chose avec des
crochets en angle ou méme juste ca, mais ca je préfere éviter parce que
ca ¢a ressemble juste a une paire ordonnée. Et puis, on a déja vu le
produit scalaire ou on met un point entre deux dans R? et R3. Maintenant
ce qui est important c'est de voir des exemples. Et puis des exemples qui
ne sont pas juste le produit scalaire usuel dans R? et R3.

Summary

3m 05s
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Exemples.

(1) Produit scalaire usuel dans R™

= (g, o s )s B = (0,00 050) € BT,

UV =UV T+ UpUp

Exeruw ! \/e'rroqar g lo & axwmes st
gbhf#ﬁf. v e Mm(l@, Uv = wv’

(2) V= Muxa(R)

A,B eV, A= ((l,.ij),

Trace(A) = Y 1 ; @i

On définit (A, B) = Trace(A” B).

9.2 Produit scalaire: définition, exemples

Donc voila deux exemples, il y en aura un troisieme aussi. Donc ici, je
me donne le R-espace vectoriel R", donc n est un nombre entier et les u;

sont a valeurs réelles. Et puis je définis le produit scalaire de u avec v.
Donc cette fois, je vais de nouveau utiliser le point comme notation. Et
puis, ca c'est les produits successifs. Et puis je ne vais pas vérifier que
c'est un produit scalaire. Je laisse cela en exercice : vérifier que les
quatre axiomes sont satisfaits. Donc ca c'est une chose. Et puis une autre
chose que je voulais remarquer, que j'ai déja remarqué dans la vidéo
précédente, c'est que quand on voit ¢a, si on imagine que ca c'est une
matrice, donc si on considére ca comme une matrice, donc u et v
considérés comme des matrices qui ont une ligne et n colonnes, alors le
produit scalaire qui est un nombre réel, donc u-v, c'est que je pourrais

multiplier u fois v, Donc je tourne v de l'autre c6té et je fais une
multiplication. Et ¢a, ca me donne une matrice 1 x 1 a coefficient réel
que je regarde comme étant un nombre réel.

Notes

I
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Exemples.

(1) Produit scalaire usuel dans R™
M= s 0 W )5 B = (D5 0500 ) 6 TR,
UV =UVL T+ UpUp
Exeruia: veride- qua [ § apames st

ahibd  wre MO, wve wi My, R

(2) V= Musu(R)
A,B eV, A= (a,.l-j),
Trace(A) = Y - @i
On définit (A, B) = Trace(A” B).

Verdm g <, > ot bitn un
Pﬂm’m% Sclaie  gue \).

. ’Trau(/}Tﬁ) eR.
. <BA

9.2 Produit scalaire: définition, exemples

Et puis ca serait des fois utile dans la suite de ce qu'on fait. Donc ¢a c'est
important de remarquer. Et puis maintenant, un autre exemple, un vrai

exemple, Je me donne le R-espace vectoriel des matrices n x n a

coefficients réels. Donc ¢a c'est un R-espace vectoriel de dimension n.

Et puis, je définis pour deux matrices, donc deux vecteurs la-dedans, le
produit scalaire. Ici, je rappelle que la trace de la matrice A, c'est la
somme des coefficients le long de la diagonale. Et puis je définis le
produit scalaire ou bien je définis un nombre réel <A, B>, d'étre la trace

de ATB. Et cette fois, j'aimerais vérifier que ca c'est effectivement un
produit scalaire. Donc vérifions que ceci est bien un produit scalaire sur
V. Alors, il y a plusieurs choses a vérifier. Donc une chose, c'est que

c'est un nombre réel. Donc la trace de (AT B) est bien un nombre réel,
uniquement déterminé par A et B. Donc ca c'est OK. Et puis,
deuxiémement, on doit vérifier que c'est symétrique. Donc si je fais le
produit scalaire de A et B. Je dis que c'est un produit scalaire, je vais

déja dire ca.

Notes

I
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Summary
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Exemples.

(1) Produit scalaire usuel dans R™
U= [t s 5 5 W) B = (B 5 05 00 ) B BT,
UV =UVL -+ UpUp

Exeruse ! \/!'m(lr Gl loo 4 axwmes St

g’“ﬁr#’-&r. uv e Mmllm, U-v = wv’

(2) V= Myxn(R)
A,B eV, A= ((L.ij),
Trace(A) = Y & ; @i
On définit (A, B) = Trace(A” B).

€ M,,,()K) .

Vé"ngml 74 { i \/' .mL éf(/!uﬂ
f)fva'm}[ Scaloie sue \).
Trea(AB) €R.
BA - o (BA): T { B )
. T AET) - “Teew(A1B) ={ABD

9.2 Produit scalaire: définition, exemples

’ (A+C, By = e ((A+C)TB>

Trewe (A7) B)

= Traw (ATB+C7B)

= TrealA™8) 7 Treu (CTB)

(P

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Donc <A,B> donc clest la trace de BT A. De plus la trace de la
transposée d'une matrice, c'est la méme que la trace de la matrice, car
les éléments de la diagonale ne changent pas. Et puis, dans un exercice,
vous avez vu que si on fait la transposée d'un produit, c'est le produit
des transposées dans l'autre sens, ou éventuellement, j'ai fais ¢a en

cours, je ne me souviens pas. Donc j'ai la trace de AT(BT)T et ¢ca C'est la

trace de AB. Et puis ¢a c'est <A, B>. Donc c'est bien symétrique : <B,
A> est égal a <A, B>. Et puis maintenant, on doit vérifier la linéarité.

Donc si je fais <A + C, B>, par définition, c'est la trace de (A +C)T B.
On sait que faire la transposée est linéaire, donc ca c'est la trace de (AT
+ CT) B. Maintenant, la multiplication distribue. Donc ¢a c'est la trace
de AT B + CT B. La trace est une application linéaire donc ca c'est la
trace de AT B plus la trace de CT B. Ca c'était I'exercice que la trace est

6m 57s

une application linéaire.

Notes

Summary
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Exemples.

(1) Produit scalaire usuel dans R™ -

= (g e 03U )s ¥ = (00, 05450) € B®,
UV =UVL -+ UpUp

Exeruie ! \/e'm(ar Qlu lon 4 axwmes smF

Sobishde. uye M, 00, uwv: wv’ € er:(lk) :
(2) V = Myxn(R)
A BeV, A= ((lz'j),
Trace(A) = Y - ; @i
On définit (A, B) = Trace(A” B).
Virkat g <2 b bt s
f)ma'm}[ Seallaie  sur \).
Trea(AB) €R.

(B,cb rac
. Tl A T@' )

(B'A)- /rau[(BTA) ) "
Towa (A7B) A BD

9.2 Produit scalaire: définition, exemples

- (piC, >
Traee (A7) B)

Tra (A8+C7B)
= = u(ATB) f‘Tfau (C.TB)
CABY +<CBD
NelR AeV., [
- Tree(QA)'B)

: Teeo (A A-B)
= )\fl-raa(AT'g) = )\ <ﬂ:3>

Et donc ceci est égal a <A, B> + <C, B>. Donc c'est linéaire a gauche
et par la symétrie, c'est linéaire a droite. Et puis, maintenant les
scalaires. Donc ici, ¢a c'est pour tout A, B, C dans V. Maintenant, je
prends A, un scalaire, et A dans V. Excusez-moi, A et B dans V aussi.

Alors <AA, B>, c'est par définition la trace de ()\A)T B qui est la trace,
maintenant la transposée est linéaire, donc ca c'est AAL B. Et puis trace

est une application linéaire donc ce A sort. C'est A fois la trace de AT B.
Et ca c'est A <A, B>. Donc les scalaires sortent comme il faut. Et puis
enfin, maintenant, je dois faire ce qu'on dit, on appelle ¢a d'étre défini
positif, j'avais oublié de préciser. Donc cette derniere propriété ici, je
prends A dans V et je fais le produits scalaire, bon ¢a ca serait un produit
scalaire de A avec lui-méme. Ca c'est la trace de AT A. Et ca C'est la
somme, donc je dois calculer les composantes ii de cette matrice, donc

la somme de i égal 1 jusqu'a n.

Trew (A+<)'B)

FAECeV

B eV

(]

ECOLE POLYTECHN IQUE
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Notes

Summary
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Exemples.

(1) Produit scalaire usuel dans R™
= o W ) B = (B e
UV =UVL T+ UpUp

U’FL) e Rny

Exerua \/e'er Qlu ler ¢ apuomes st
Sufishde.  uve M, 00,
(2) V = Myxn(R)
A,B eV, A= ((l.ij),
Trace(A) = Y o @i
On définit (A, B) = Trace(A” B).
Vit 7 < > af bin e
f)ma’w-)[ Scalaie s\
“rea (A'B) « R.

(B ,q> rae

T e /",,,“K) .

uv = wv

(B"A)- /rm((BTA) ) ¥
[ AET) - “reu( A7B) A BD

9.2 Produit scalaire: définition, exemples

- (AC, 8

S{ =0 alez AM.;D

Trea (A+C)'B)

Trees (ATCT)- B)
Traw (ATB+C7B)
= = u(ATB)f'Tf‘cu (C.TB)

[re

(ARY +<C,BY

NelR AeV., Bel
(o, € - Treal T8

= T(Gu ()‘AT'B)

T )\’I-Cau(ATg) = A <A:8>
A e \!) <A - Tra (ATA)
s - ( Z(AT‘J‘AK! b a
= 12"-_ i Ac-A: e Z Z@“".) =8

kot i ™

Lt Tk = A=0.

(P

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

-

PAECGV

(=t

Et puis maintenant, pour la ii-eme composante, c'est la somme k=1
jusqu'a n de (AT)ikAki)- Et maintenant, ¢a c'est la somme pour i=1
jusqu'a n de la somme pour k=1 jusqu'a n de... Maintenant la ik-eme
composante de AT clest Ay;. fois Ay;. Donc du coup, j'ai une somme ici,

une grande somme, de carrés de nombres réels. Donc ca c'est sirement
non-négatif car ce sont des nombres réels au carré. Et puis si c'est égal a
0, il faut que chaque terme-la soit égal a 0. C'est-a-dire Ay; = 0, pour
tout i et k. Donc la matrice A c'est la matrice nulle. Donc voila, on a tout
démontré. C'est un nombre réel associé aux deux matrices A et B. C'est
symétrique. C'est additif a gauche. Les scalaires sortent a gauche, donc
c'est linéaire a gauche et par symétrie, a droite. Et puis, cette propriété-
13, donc c'est un produit scalaire. On a fini la vérification.

Notes

Summary
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(3) Soit V =C([a,b],R)={f:[a,b] = R | f fonction continue}. Soit [a,b] un intervalle de

R. Pour f,g € V, on définit
b
(r9)= [ foda.

9.2 Produit scalaire: définition, exemples

Je veux juste profiter pour ajouter une remarque. Encore une remarque
que j'aurais pu faire avant. C'est que la propriété numéro quatre, c'est-a-
dire que <u,u> est positif et si <u,u>=0, alors u est égal a 0. Cette
propriété-la s'appelle définie positivité, donc on dit que la propriété
décrite par ceci est défini positif. Voila, donc cette propriété-la, au lieu
de I'écrire en long, des fois, on dit simplement que ce produit scalaire est
défini positif. Bon, ca fait partie de la définition mais cette condition-la
dit le fait d'étre défini positif. On avait symétrique, linéaire a gauche et a
droite et puis défini positif. Et maintenant, un dernier exemple un peu
plus compliqué. D'ailleurs, nettement plus compliqué. Alors, je prends
I'espace vectoriel qui est tres grand, de dimension infinie. C'est les
fonctions continues d'un intervalle [a, b] dans R, [a, b] est fixe. Et puis,
je définis ce qui sera un produit scalaire sur V de la fagon suivante :
Pour f et g dans V, je fais l'intégrale sur cet intervalle du produit f-g.
Maintenant, les trois premieéres propriétés sont faciles a vérifier donc je
ne les fais pas.

('

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Notes

Summary
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(3) Soit V =C([a,b],R) ={f:[a,b] = R | f fonction continue}. Soit [a,b] un intervalle de

R. Pour f,g € V, on définit
b
(r.9)= [ fods.

b
(1) g:%lk‘gﬁ’[‘b‘

.
b

L 5
I .
(2) o (3) gG"Af}’)A= /‘_SAJK-I S\f X

a “

o~

b
(wy J;A}:J }»;,)53[.7 IGV, ('R 7C> < & 1?7[ Jx =

9.2 Produit scalaire: définition, exemples

eR 7

(P

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Je vais juste remarquer que c'est facile. Donc les conditions 0 : Bon
déja, c'est effectivement un nombre réel, donc ca c'est OK. Et puis la
condition 1 que c'est symétrique, c'est parce que le produit g-f c'est le
méme que le produit f-g. Donc ca c'est facile. Et les propriétés 2 et 3
sont vérifiées, simplement car l'intégrale est une fonction linéaire. Donc
on sait que l'intégrale de (uh + p) dx est égal, donc sur l'intervalle [a, b],
est égal a u fois l'intégrale de a a b de la fonction h plus l'intégrale de a
a b de la fonction p. Donc l'intégrale est linéaire dans ce sens-la et c'est
pour ¢a qu'on a la linéarité qu'il faut dans le produit scalaire. Donc ce
qui est intéressant c'est de vérifier que cette définition-la donne quelque
chose de défini positif. Donc je pose la question. Je prends f dans V et je
veux calculer f avec lui-méme, comme ca. Ca c'est l'intégrale de a a b de

f-f. L'intégrale de a a b de f? dx.

Notes

Summary

Chapitre 9 : Produits scalaires et espaces euclidiens
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(3) Soit V =C([a,b],R) ={f:[a,b] = R | f fonction continue}. Soit [a,b] un intervalle de
R. Pour f,g € V, on définit

b
(f,g):/fgdm. sk «

[ 5

b
(1) g:%lk‘gﬁ’[‘b‘

b

/A b
() o (3) gO“A’f)&= /LS“I\ dx 4 S: P yo
i L £ 1[,7. ,(,7.
ho padt ! o e Crra- [ Fe .
. Ph“- & &1 g A cd )20
Jont S‘L’ILJx 0. poc Pt = elat]
g (reo w fresko
( iM/DU/fzml i 7[7 Snt (mﬂ'ﬂu.g)

(|

9.2 Produit scalaire: définition, exemples Bt T

Notes
Donc maintenant, f est une fonction continue sur l'intervalle [a, b] et
puis f2 c'est une fonction qui reste non-négative, c'est-a-dire 2 appliqué a
x est positif, ou non-négatif, pour tout x dans l'intervalle [a, b]. Et si on
fait l'intégrale d'une fonction qui reste non-négative, comme on calcule
la surface en-dessous de cette fonction, alors c'est un nombre non-
négatif. Et puis si cette intégrale-la est égale a 0, comme f est continue,
et comme j'ai dit avant, ca calcule la surface en-dessous ou bornée par la

fonction de f, les droites x = a, x = b et 'axe des x, alors comme ]Q est
continue, et ca, ca implique que f? est 0 et ca implique que f est la
fonction nulle. Ici, c'est trés important que f soit continue. Donc voila,
ca c'est un exemple dans un espace de dimension infinie. Donc ca c'est
un produit scalaire mais ¢a donne pas un espace euclidien parce que la
définition de l'espace euclidien c'est que la dimension de I'espace qu'on
considére est finie. Maintenant, nous continuerons a étudier le produit
scalaire ou bien les espaces munis d'un produit scalaire.

Summary
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