(I

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Chapitre 9 : Produits scalaires et espaces
euclidiens

0.7 Procédé de Gram-Schmidt

Algebre linéaire
Prof. Donna Testerman

mportant gmoindres carrés @

combinaison linéaire e j'aimerais
m a t l C e b adSer-8NSU1 te.
voila I )
Sopelle Mo changement o4 4 o "o 7 VeIl 5t e rotation Gram Schmidt %qol‘r?nne
multiple « men lite repesente oo
@US’C ralSdeflnl nul Vect + _§
ici rand = .
3 prends coefficient plan)\ 8 A=) 8‘_8 partle
+ sais longueur chercher )
g d'abord : ercher I
L h o
2 b2 ?,,Q""H ctape c'etait avons 1'image calculer = .
o g, A nombre réel © b len .
S COU S petlt coordonnéeetalt
o calcule \/aleurs PFUDV95§ l t ° l ° vectoriel engendreé.
1 o
n'ai ' espace vectorie multiplie | .
g2 o wedtatiae Oy deux1eme "un produit geometrle symétriquescalaire usuel qage coe 3
+ o ©n (O] + —~
remarque NORY % 2 O o S © =
utiliser : g o formeg 2 g 8 premier vecteur: E . g Z,J
c ot E =) a preuve i jusqu'al % o3 0%
o 2% chose z s gap @ 20 1ui wni avun drog-e:coﬁ - s, o
pr ot llgne via e S renarquer i
+ f l J aUral T‘U - % = b t h l long . l t . vtectpeurs propressa T
. > < solution cet espace £
= théor &rie exemp ]le -Dase Or nogonale sait
S et ferai vel 1f1er dlagonale Systeme. prod}l(tzleo précédente frouvée
Y- r‘ disons
v > égale o 0 <.
© © question dlmenSlon écran § R ’
l'es ace ra ort s
ffe:E vvvvv t r O u V e r;clne cbarree llnealre p p mHlJ;lE l edlmeﬂsilgﬂaflﬂlea l r q ec rls
\ ' N\

Search MOOC

=PrFL



https://cede-webapps.epfl.ch/video-sequence-search/?csv=fr_algebra123
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_xfwr6wwr
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_xfwr6wwr

0Om 04s

9.7 Procédé de Gram-Schmidt

Maintenant, comme promis, nous allons voir comment on commence
dans un espace vectoriel de dimension finie donné dans lequel il y a un
produit scalaire et puis on cherche une base orthogonale de cet espace.
Je n'ai pas fait la remarque, dés le moment ou on a une base
orthogonale, il est facile de trouver une base orthonormale car il suffit
de diviser chacun des vecteurs dans la base orthogonale par sa norme.
Ca je ferai apres, mais pour le moment on cherche une base orthogonale
d'un espace vectoriel donné. Malheureusement, c'est un procédé long.
Ce n'est pas compliqué, c'est juste beaucoup d'étapes calculatoires. Je
donnerai déja le procédé, qui s'appelle le procédé de Gram-Schmidt,
ensuite, je vais faire une esquisse de preuve que ca marche a chaque

coup, et puis ensuite, je ferai un exemple.
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Soit V' un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire ( , ) et soient 21,...,2; € V. On

définit une suite de vecteurs vy,...,v;, de V' comme suit :
V1 =

Yo =13 — pf0j1,1$2
U3 = T3 — proj,,, s — proj,,, s

Ve =T — pI'O‘].,Ul T — projwl'k -t prOjvk_l-'L'k-

Proposition. {v,...,v;} est une famille orthogonale de vecteurs.
9.7 Procédé de Gram-Schmidt

Notes
Alors, je me donne un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire et

puis je me donne des vecteurs x; jusqu'a x; dans V. Ensuite, je définis
une nouvelle suite de vecteurs v; jusqu'a v et la définition est comme
suit. Et ¢a, c'est la partie qui est longue et calculatoire. Je pose v,
simplement égal a x;. Et ensuite, v, c'est x, et je soustrais la projection
de x, sur v;. Ensuite, pour v3, je prends le troisiéme vecteur x3 et je
soustrais les projections de vecteur déja trouvés. Et puis ainsi de suite.
Donc quand on arrive au Keme vecteur, je prends X et ensuite je soustrais
toutes les projections de x sur les k - 1 vecteurs précédents que nous

avons déja calculés. Donc on ne peut pas le faire tout d'un coup, on ne
peut pas calculer lui sans avoir calculé tous ceux qui viennent avant.
Mais bon, c'est une procédure récursive, il faut y aller quoi. Je ferai un
exemple.
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Soit V' un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire ( , ) et soient 21,...,2; € V. On

définit une suite de vecteurs vq,...,v; de V' comme suit :
V] =2

V2 = T2 — pf0j1,1$2
U3 = T3 — proj,,, s — proj,,, s

Ve = Zp — projvlmk — projwmk — = projvk_lﬂsk.

Proposition. {v,...,v;} est une famille orthogonale de vecteurs.
9.7 Procédé de Gram-Schmidt

Notes
Et puis la proposition, c'est qu'en faisant comme ¢a, on a une famille

orthogonale de vecteurs. C'est en fait trés beau mais ca va seulement
étre long a calculer. On a déja vu dans la vidéo précédente que si je me
donne deux vecteurs x; et X, et puis je garde le premier vecteur, donc je

garde x;, et ensuite, je remplace x, par x, moins la projection sur le

premier, donc ca c'est le deuxieme vecteur, alors ces deux vecteurs sont
orthogonaux et puis en plus, engendrent le méme espace que ce qu'on
avait avant. Donc ¢a, ca fait partie de I'énoncé mais pour le moment, je
veux juste vous convaincre de l'orthogonalité. Le début, on a déja vu.
Maintenant, je fais une esquisse de preuve de cette proposition.
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9.7 Procédé de Gram-Schmidt

D'abord, je vais vous montrer que v; est orthogonal a tous les autres
vecteurs. Dans la vidéo précédente, on a déja montré que si je fais (vy,
V) ca ¢a donne zéro. Donc vidéo précédente. C'est pour ¢a que j'avais
dit que c'était le début de I’algorithme. Maintenant, si je fais (v;, v3),
donc ga, c'est (vy,... Et puis, donc je rappelle ici la définition de v3, c'est
que je prends le troisiéme vecteur x3 et je soustrais sa projection sur vy,
donc le v; qu'on a déja trouvé, et ensuite, je soustrais sa projection sur le
vy, qu'on a déja trouvé. Maintenant, le v; est orthogonal a x3 moins la
projection sur v; de x3. Donc v;... Ca c'est la propriété que j'ai montrée

dans la vidéo précédente pour deux vecteurs u et v. Donc ca c'est une
chose. Donc quand je fais le produit scalaire de ca avec ¢a, j'aurai zéro.
Et I'autre chose, c'est que la projection de x3 sur v, est dans la direction

de v, donc c'est un multiple scalaire de v,.

3m 00s
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9.7 Procédé de Gram-Schmidt

De plus, la projection sur v, de x3 est un multiple scalaire de v, et donc
aussi orthogonal a vy, car on sait déja que v; est orthogonal a v,. Donc
du coup, si je sépare ici, j'aurai v; avec ¢a, ¢a ¢a donne zéro. Et v; avec

ca, ¢a donne zéro. Comme c'est additif a droite, le tout est égal a zéro.
Tres bien. Et puis, je vais juste faire encore une étape. Une étape et puis
apres je dis ainsi de suite. C'est pour ca que je dis que c'est une esquisse.
Donc ici, j'ai v;. Ensuite, le v, c'est x, moins sa projection sur v; moins
sa projection sur v, moins sa projection sur vs. Et puis comme avant, le
v; est orthogonal a x, moins la projection sur v;, ¢a c'est ce qu'on a vu

dans la vidéo précédente. Donc ce premier produit scalaire, ¢ca donne
zéro. Et ensuite, la projection de x4 sur v, c'est un vecteur qui est un

multiple scalaire de vy, et on sait que v; est orthogonal a v, donc ce
produit scalaire-1a, ¢ca donne zéro.
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9.7 Procédé de Gram-Schmidt

(V"x*'P'“]-/.WH >0 (vids §3¢)
duipn Y=o = (w, P"’.}.rf‘ ) =0
(VI) VJ) =0 (ll,,) Fﬂ’)vjx* >:,o
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Et puis enfin, la projection de x, sur vz c'est un vecteur qui est un
multiple scalaire de v;. Et puis on sait déja que (v;, v3), le produit
scalaire est nul. Donc v; avec ce vecteur-1a, c'est aussi zéro. Donc j'écris
un peu ¢a. Donc on a que vy, x, moins la projection sur v; de x4 est égal
a zéro. Ca c'est la vidéo précédente, paragraphe 9.6. On a que (v, v,) =
0 et donc ¢a ¢a implique que v;, la projection de x, sur v, est égal a
zéro. Et on a que (v;, v3) = 0 et ca ¢a implique que v; avec la projection
de x, sur v3 est égal a zéro. Donc du coup, je trouve zéro. Et puis, ainsi
de suite, etc. Donc la, je me suis occupée du vecteur v;. Et maintenant,
qu'en est-il de v, et des autres ? C'est quand méme une esquisse, je ne

vais pas faire tout.
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9.7 Procédé de Gram-Schmidt

Pour le vecteur v,, on montre que v, est orthogonal a v; pour i, je n'ai

pas besoin de faire 1 parce qu'on a déja fait, donc disons pour 3 jusqu'a
k. De nouveau, je ne vais pas tout faire, mais c'est pour vous donner
l'idée. Je n'ai pas besoin de faire v, avec v; parce que c'est déja fait.

Donc si je fais v, avec vs, alors ca c'est v, et vz c'était x3 moins la
projection sur v, de x3 moins la projection sur v; de x3. Je les écris dans

un autre sens cette fois. Et puis, alors maintenant, comme avec deux
vecteurs, si je prends v, et un autre x3 moins la projection sur vy, ce

produit scalaire-la est égal a zéro. Et puis, ce vecteur est un vecteur qui
est un multiple scalaire de v; et on sait déja que v, est orthogonal a v;

donc ceci donne zéro.

Notes
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9.7 Procédé de Gram-Schmidt

vy =o = A, frojv‘ 2D=0

(|
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J'écris car v, avec x3 moins la projection sur v, de x3, ¢a, ¢a donne zéro.
Et (v,, v;) = 0 implique que v, avec la projection sur v; de x3 est égal a
zéro. Et puis maintenant, si je fais v, avec v,. Donc ¢a, c'est v, avec xy4

moins... Maintenant, je vais les écrire dans un autre sens. J'ai moins la
projection sur v, de x, moins la projection sur v; de x, moins la

projection sur v3 de x4. Donc je les ai permutés un petit peu. Et puis
comme avant, je sais que si je fais v, et x, moins la projection sur v,, ¢a
c'est un produit scalaire qui donne zéro. Ca c'est un multiple de v;. Et
donc v, avec ce vecteur, c'est zéro. Et puis ¢a, c'est un multiple scalaire
de v3, et on sait déja que v, avec v3, C'est zéro, et donc ¢a c'est zéro.

8m 24s
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9.7 Procédé de Gram-Schmidt

Et je dis etc. Donc c'est vraiment une esquisse, je n'ai pas fait tout. Il
faudrait une récurrence et puis je trouve que ca n'aide pas de faire une
démonstration formelle ici, j'espere que vous en étes convaincus. Et puis

maintenant, je vais faire un exemple.

P (v,_"xs-ijvLﬂ',} =0

<A ?-dj". A)=0

(|
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Exemple. Prenons V = R* avec le produit scalaire usuel.
Considérons 21 = (1,1,0,0) 22 = (0,1,1,0) et z3 = (0,0,1,1).

Aﬁol,‘fu,,,j le FDUJJI ('/e Grmwfgd-.mn‘#_

V':%l = (4'410’0)

%V, v, = (0/14,0) N

1 ’
¢ v,V

W - g s (0040) -

9.1 Procédé de Gram-Schmidt

Je prends V l'espace vectoriel R* muni du produit scalaire usuel et je
me donne trois vecteurs x;, Xp, X3, comme vous voyez. Et puis, je vais

appliquer le procédé de Gram-Schmidt a ces vecteurs-la. Donc
appliquons. Alors v; c'est facile, c'est juste x;. Donc ¢a je ne change pas.
Ensuite, v, c'est x, moins la projection de x, sur v;. Donc ¢a c'est x,
moins... Maintenant, cette projection, je vous rappelle ici, c'est le
produit scalaire usuel, donc je vais tout écrire au début. Donc ¢a c'est
(x5, v{) / {v{, v{) qui multiplie v;. Donc ¢a de toute facon, c'est un
vecteur qui est un multiple scalaire de v; et ¢a c'est le multiple. Donc ¢a
c'est égal a (0, 1, 1, 0) moins... Maintenant, je fais le produit scalaire de
Xy avec vy, ca c'est x; avec vy.

10m O1s
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Exemple. Prenons V = R* avec le produit scalaire usuel.
Considérons 21 = (1,1,0,0) 22 = (0,1,1,0) et z3 = (0,0,1,1).

Aﬁol,‘fu,,,j le P’Dua,l’ O’e GMJW—MmiJ{“_

V':%l = [4‘410’0)

V, =
& v,V

V3 = ')(S‘ ?"’)v, Kg i P{oj\/-,_w} = (OIO; 4/”) -

9.7 Procédé de Gram-Schmidt

v [

: -V Bl | =
7(1‘ i)(O)V."(L = (01414/9) = ?(Z : \/I = (01414I 0) —2—~ ('{ 1,0 O) =

(‘7&, 4/2., 1, O)

(]

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Donc ¢a, ca me donne 0 + 1 + 0 donc ¢a c'est 1, divisé par le produit
scalaire de v; avec lui-méme, c'est 2, qui multiplie v;. Donc ¢a, ¢a
donne -%, 1 - 1/2= 1/2, 1, 0. Bon maintenant, vous pouvez déja vous
arréter ici pour vérifier que nous avons fait cette étape correctement. Je
devrais avoir ici un vecteur qui est orthogonal, d'une part au moins,
orthogonal a ce vecteur-la. Donc j'ai -1/2 + 1/2 + 0, donc au moins ¢a. Il
peut y avoir d'autres erreurs, mais ¢a c'est une petite vérification qu'on
peut faire. Et ensuite, v3 est égal a, par le procédé, x3 moins la
projection sur v; de x3 moins la projection sur v, de x3. Donc j'ai x3 qui

est ce vecteur moins... Et maintenant, j'écris tout, comme c'est un
premier exemple. Donc apres, jai (x3, v;) / (v;, v;), Clest ¢a qui

multiplie v;, moins (x3, vo/)/ (v, v5), qui multiplie v,.

Notes

Summary
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Exemple. Prenons V = R* avec le produit scalaire usuel.
Considérons 21 = (1,1,0,0) 22 = (0,1,1,0) et z3 = (0,0,1,1).
Aﬁolffumi le fnu‘c/:' d G- Schmidk.
v,=% = (4,40,)
v

& v,V

L |

Vy = ')(_“?"’)v,ﬂg'j)mj\’.,_xj = (OIO,,’I/,)—- ESI—VLVI - _711__\2'. Vo = (0044) = 0

vV, A

5 2% L 1 5 _ e
Xy - if")v"xz = (O,":"/D) - 7_‘:_: Vi ® (O’/M'D} E (4‘ 4,‘0,0) E ( 75/ /2-: &) 0)

= i_ (-4{.,,.1/)_, 1,0)

“’g'—;rl

= (0040) - %"k, T 10)

A (1/3) J/3) 4/3/ 1)

9.7 Procédé de Gram-Schmidt

Et maintenant, j'effectue tous ces produits scalaires moins... x3 avec vy

ca donne 0 + 0, ca c'est 0. Bon apres, le reste n'est pas important.
Moins... Ensuite, x3 avec v,. Maintenant, le v, c'est ici. Donc j'ai 0 + 0

+ 1, donc - 1 divisé par... Et puis maintenant, je dois diviser par le
produit scalaire de v, avec lui-méme. Donc j'ai 1/4 + 1/4 + 1. Et tout ¢a,
¢a multiplie v,. Donc j'ai (-1/2, 1/2, 1, 0). Maintenant, je vais simplifier.
Vous voyez pourquoi ¢a devient pénible. Donc ici j'ai égal a (0, 0, 1, 1)
moins... Donc ici en bas, j'ai 3/2, donc ca me fait 2/3, qui multiplie
(-1/2, 1/2,1, 0). Et quand je mets tout ca ensemble, ici j'ai 1/3, -1/3,
apres j'ai 1 - 2/3 donc 1/3, 1. Et puis de nouveau, je peux vérifier que ce
vecteur est effectivement orthogonal aux deux précédents. Donc 1a, j'ai
1/3 -1/3 + 0, donc ¢a c'est zéro. Et ensuite ici, j'ai -1/6 -1/6, ¢a fait - 1/3,
+ 1/3 + 0, donc ¢a c'est zéro.

I
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Exemple. Prenons V = R* avec le produit scalaire usuel.
Considérons 21 = (1,1,0,0) 22 = (0,1,1,0) et z3 = (0,0,1,1).

Aﬁolr‘fuml le P’Duc,ll cL GM—SJW.‘#_

V|=%| = (4141010)

V, =
t v,V

Vy = ')(S‘j)r”)v,ﬂg'jyoj\l,x} = (OIO;,’I/,)-— ;{.—V'-VI - _7&__\2'. Vo = (0044) — &

I |

Vi V’,‘_ Vo

a- foyte ® (o4,40) = =Yy = (044,°) - =~ (1420 - (-2, %, 4, )

= :_ (-4,'.,,.1/)., 1,0)

“r',"—;rl

= (0040) - %"k, T %0)

-4 1
V,'VL;O = (1/3) /3) /3/ 4)
V-V =0
v,y =0

Vet ( % %) = et (u,vo, ).

On verihe gua

9.7 Procédé de Gram-Schmidt

Donc on vérifie que (v;, vo) = 0, vy, v3) = 0 et (vy, v3) = 0.
Magnifique. Donc voila, on a commencé avec trois vecteurs un peu
quelconques. Et puis apres, on fait le procédé de Gram-Schmidt et puis
on fabrique trois vecteurs qui sont orthogonaux deux a deux.
Maintenant, ce que je n'ai pas encore remarqué mais que je vais
remarquer ici dans cet exemple et puis je vais le reprendre dans la
prochaine vidéo, c'est que, ici, si on regarde le Vect, donc le sous-espace
vectoriel engendré par ces trois vecteurs-la, ou bien le sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs v;, vy, v3, des nouveaux vecteurs,

alors c'est le méme sous-espace. Alors ici, j'aimerais juste vous
convaincre. Donc comme d'habitude, - peut-étre j'écris - donc, Vect(xy,
Xp,x3) est égal au Vect(vy, vy, v3). Et puis maintenant, pour voir ga, je

vais vous convaincre des deux inclusions. Donc d'abord, il y a une des
inclusions qui est tout a fait banale, donc ¢a c'est I'inclusion comme ca,
parce que pour ¢a je dois juste vous dire que le v; est clairement égal a

x; donc il est la-dedans.

(P
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Exemple. Prenons V = R* avec le produit scalaire usuel.

Considérons 21 = (1,1,0,0) 22 = (0,1,1,0) et z3 = (0,0,1,1).

Aﬁolr‘fuml l( FD(}J.[I (Ie Gr&.m—g()\mf”“_

V':%| = [4‘410’0)

V, =
: v,V

BV,
Vi,

V3 = ')(5 - jﬂ)v, Kg M j)mj\l.,_rj = (OIO; 4f4) -

V’.\/L;O
V, Uy =0
v,y =0

On verihe 7z

7(] Vo

—_—

Vq_ 'Vz,

XL g \fz + d)v, 72.

Veot ( % %) = et (u,vo, ).
2

9.7 Procédé de Gram-Schmidt

v, = (0,044) - 0

O R

= (0040) - %", 1

b (1/31 -A/3 ) 4/3/ 1)

: -V +) 1 2 ¥y e
Yo f(u)wxz = (O/’:"/DJ o Vi ® (0'4'4'0) e (4‘ 1,000 = (77-/ f, 4, O)

= i_ (- ’%"1/)_, /], 0)
7',' '—; t
f, %0)
A
AT S
Notes

linéaire de v, et un multiple de v;. Bon ga c'est bien.

Le v, maintenant, c'est une combinaison linéaire de x,, qui est ici, et la
projection de x, sur v;, mais v; cest juste x;. Donc ¢a c'est une
combinaison linéaire de x; et x,. v3 est une combinaison linéaire de x3 et
les projections sur v; et v, mais je me suis déja convaincue que v; et v,
sont la-dedans, donc ce sont les multiples de v; et v,, donc v3 est aussi

la ici dedans. Donc ¢a c'est celui qui est facile a voir. Maintenant, est-ce
qu'on peut aussi voir que x;, Xy, X3 sont inclus ici ? Le x;, c'est clair

parce que c'est égal a v;. Le x,, vous n'avez qu'a voir que x; est égal a v,
plus cette projection. Et donc le X,, on I'écrit comme une combinaison

Summary

9.7 Le procédé de Gram-Schmidt
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Exemple. Prenons V = R* avec le produit scalaire usuel.
Considérons 21 = (1,1,0,0) 22 = (0,1,1,0) et z3 = (0,0,1,1).
Aﬁolffuml le P’DUJJI cL Gram— dem"c”‘.

V,=7‘, = [4141010)-

: -V = -
V, = %- iﬁ’)v‘xl S (qul'tb) - :Z.VII Vi F 044’ D) (4; L 0) ( 72.) 4/?-, 4) 0)
: = AV RY; A
- Ko - poy ¥ = (0,0,4,4 By « AV =
Ay P A - pojuts = (0,0,4,4) - g i - (0,014) - e ~_ (%%0)
(0,040) = % (", 7. %0)
- (%, -k, s 1)
» W, =0 = ( s, 13,
On verihe e L\;',»v, 2 A
S Xy e Vot poy e € Vet (ivavs)
V“}( & )G,?’,) ;Vfd( S i Xy = Vgt }W)v. H ]xa:)h;;! & \ew (U'/""V‘)'
qv
(P
9.7 Procédé de Gram-Schmidt FEDERAL DE LAUSANNE
Notes

Donc ¢a c'est dans le Vect(vy, v, v3). Et le x3 est égal a v3 plus la
projection sur v; plus la projection sur v,. Donc ¢a c'est v3. Ca c'est un
multiple de v;. Ca c'est un multiple de v,. Donc ¢a c'est aussi dans le

Vect. En fait, les deux inclusions sont faciles. Donc on a l'autre inclusion
aussi, donc les deux espaces sont égaux. Et c'est ca qui nous donnera
cette méthode pour chercher une base orthogonale.

Summary

Chapitre 9 : Produits scalaires et espaces euclidiens
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