B(P A

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Chapitre 10 : Matrices orthogonales, matrices
symeétriques

10.2 Matrices orthogonales, équivalences

Algebre linéaire
Prof. Donna Testerman

orthogonal.= e&gmpl&gjusteprodu1tcolonne

deflnlt 10n chose premiere C'était! | dimension ,, e e
= hroposition
o
o : 2
< o e s ,transposee £
o acile non ! cow C P T T i s
53 AA troisiéme o ¢ j'écris carre _% §
£ O > 3
S avons "U @symectriy thg nale z =
(]
5 O rodu1t scala @Htm eeeeeee |
) l inage on M1 pl n
— o] i1gne 0 a r a p p
(qv] “en tre tement '1'identité | .0 NMUA I 0 T e base orthogonale
3 forcement exactemen ident1 e scalalre usue o=
g ara (/) S coup ) ontre
o h mettre
oo &~ | ¢ B - sin 6 rotation b — PO%E ieten
.0, VO 7 ° G 2éro |5y, £2mire S0 1 preuye
3 v 5 3 o C b l e n W‘E partie
E Cs () e ] o premier vecteur v Gram Schmidt = e
EPE ‘ > - }> Qvaleur o = N
iT5 Owcos @ ° theoreme < application o iz SALT wiee gauche o sin
oo & atr c rthogonale
SENS. ... application linéaire trouver e erm

Search MOOC

=PrFL



https://cede-webapps.epfl.ch/video-sequence-search/?csv=fr_algebra123
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_6rhnrc6v
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_6rhnrc6v

0Om 04s

10.2 Matrices orthogonales, équivalences

Maintenant, nous continuons avec 1'étude de nos applications linéaires
orthogonales et puis, ici, je vais plutot travailler avec des matrices, mais
a chaque fois qu'on a une application linéaire on a une matrice qui la
représente. Donc, je vais reprendre la définition d'une matrice
orthogonale et puis, je vais vous donner quelques équivalences a la
définition.

Notes

I
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Proposition. Soit R™ |'espace euclidien usuel.
Soit A € My xn(R).

i
oo

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(c1). ||AX]| = || X|| pour tout

X € Myx1(R).

(c2). (AX,AY) = (X,Y) pour
tous X,Y € M,x1(R).

(e3). AAT =T=ATA

(c4). Les lignes de A forment une
base orthonormée de R".

(c5). Les colonnes de A vues
comme vecteurs de R™ forment
une base orthonormée de R".

(2) Si A est orthogonale, alors det(A) = +1.

10.2 Matrices orthogonales, équivalences

Donc, pour le cas des matrices, la définition était qu'on concevait R",
I'espace euclidien usuel, donc, produit scalaire usuel, et je prends une
matrice. Et puis, je vais vous donner cinq conditions équivalentes a la
définition, que la matrice est orthogonale Une premierere et que la
longueur de AX est égale a clle de X pour tout vecteur-colonne X. Donc,
il y a ces équivalences-la, et je vais juste montrer ces équivalences, et
ensuite, une deuxiéme condition qui n'est pas équivalente, mais une
conséquence de la définition. Donc, je fais la preuve ici. Preuve :
Maintenant, on a déja fait, dans la vidéo précédente, la direction ou, si
on a une matrice orthogonale, on a qu'elle préserve les angles. J'avais
fait la démonstration, pas avec la matrice, mais avec I'application
linéaire, mais comme on sait que cette matrice représente une
application linéaire de R" dans R», je peux utiliser la démonstration que
j'ai faite avant. Donc, le (c;) implique (c,), c'était vu dans la vidéo
précédente. Et puis, maintenant, le (c,) implique (c,), et, c'est
absolument clair, parce que si <AX,AY>, est égal a <X,Y> pour tout X,
Y, je pourrais prendre X=Y, et j'aurais alors <AX,AX> = <X, X>.

¢ = q J;Ja. Jéﬂm?“«l e—{ﬂ'f e vilss
PM‘;(‘J(;)L
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Proposition. Soit R™ |'espace euclidien usuel.

Soit A € Myxn(R) P o mo digl dommbe dos Lol
nxn »
lcf(t/rﬂz‘
(1) Les conditions suivantes sont équivalentes : i TC,
e (c1). ||AX|| = || X|| pour tout v
X € Myx1(R) A athgode s X, AYY = XYY par
: Y
o (c2). (AX, AY) = (X,Y) pour st Ay £ Pl
tous X,Y € My,x1(R). e @AY - XY pre s X,y
] (C,‘_),) AAT — I — ATA o )(TATA\/ N )S % M
® (c4). Les lignes de A forment une -
base orthonormée de R".
e (c5). Les colonnes de A vues
comme vecteurs de R™ forment
une base orthonormée de R".
(2) Si A est orthogonale, alors det(A) = +1.
ML

10.2 Matrices orthogonales, équivalences

Dong, les carrés des deux normes sont égaux. Je prends la racine carrée,
et comme ce sont des valeurs positives, j'ai que les deux normes sont
égales. Donc, ca, c'est clair. Donc, du coup, on sait que (c,) et (c,) sont
équivalentes. Maintenant, je vais supposre (c,) et (c,), et je vais déduire
(c3). Donc, en particulier je montre (c,) équivalent a (c3). Je prends A
une matrice orthogonale, et ¢a, c'est par définition, si et seulement si,
puisque, comme (c,) est équivalent a (c,), si et seulement si <AX,AY> =
<X,Y> pour tout vecteur colonne X et Y. Maintenant, on se rappelle que,
quand c'est le produit scalaire usuel, on peut remplacer ca par un produit

de matrice. Donc, ¢a, c'est si et seulement si (AX)T qui est une ligne, qui

multiplie la colonne AY, est égal a la ligne T qui multiplie la colonne Y.
Maintenant, c'est une multiplication matricielle. Et c¢a, c'est si et
seulement si, bon, ca, c'est la méme chose que xTATay = xTy si et

seulement si, c'est toujours pour tous vecteurs-colonnes X,Y. La méme
chose ici. Bon, je raméne tout d'un coté.

ECOLE POLYTECHNIQUE
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Proposition. Soit R™ |'espace euclidien usuel.

Soit A € A’Inxn(]R)- Eﬂ“fﬁl ¥ c)l =a J’:J‘; Jemmbet doas o vids
¢€ deate .
(1) Les conditions suivantes sont équivalentes : 2 }:"c sl
o (c1). ||AX|| = || X|| pour tout v
X € Myx1(R). A Mv;(o&y <==M(A(xl,a/-\‘f> T XY o
o (c2). (AX, AY) = (X, Y) pour tns KoY e M, (0.
tous X,Y € M,x1(R). e @AY - XY pre o
® (Cg) AAT - I — ATA o )(TATA\/ N )ST_y M
® (c4). Les lignes de A forment une . XTATAY- XY 20 "
base orthonormée de R". XT(4A -2 =0 ;
e (c5). Les colonnes de A vues = -
comme vecteurs de R™ forment s (X, (A4 -1yy) =0 :
une base orthonormée de R". = (AA-T)Y =0 o ot Y
(2) Si A est orthogonale, alors det(A) = +1. e A"_-fq -LI; &
- ATA =T

10.2 Matrices orthogonales, énuivalences

Xy

I

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Notes

Dong, j'ai XTATAY - XTY = 0. C'est toujours pour tout X,Y. Maintenant,

je peux mettre en évidence, a gauche, XTI, et a droite, Y, et, ici, il me
reste 1'identité, est égal a 0. Ca, c'est aussi pour tout X,Y. Et puis, ca,
c'est si et seulement si. Je réécris cela en termes du produit scalaire.
Donc, ca, c'est le premier vecteur du produit scalaire, et ca, c'est le
deuxieme. Pour tout X,Y. Donc, du coup, j'ai ici un vecteur qui est
orthogonal a tous les vecteurs X, y compris lui-méme. Donc, ce vecteur-
la est nul. Ca implique, bon, d'ailleurs, ceci est vrai si et seulement si ce
vecteur-1a, c'est le vecteur nul. Ca, c'est pour tout Y. Et ca, c'est si et
seulement si cette matrice-la est la matrice nulle. Ca, on I'a déja vu. Et

ca, si et seulement si ATA est égal a la matrice identité. Donc, c'est le
(c3) équivalent a (c;) et (c,). Ca, c'est assez super, parce que ¢a veut dire
que si on a une matrice orthogonale, on connait son inverse. C'est juste
la transposée. C'est super facile de calculer l'inverse d'une matrice
orthogonale. Maintenant, je veux continuer avec le (c,) et (cs).

4m 08s
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Proposition. Soit R™ |'espace euclidien usuel. e, =

Soit A € My xn(R). L

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(c1)- ||AX]| = || X|| pour tout ;
X € Mox1(R). (A
(c2). (AX,AY) = (X,Y) pour
tous X,Y € M,x1(R).

(e3). AAT = T=ATA

(c4). Les lignes de A forment une
base orthonormée de R".

(c5). Les colonnes de A vues
comme vecteurs de R™ forment
une base orthonormée de R".

(2) Si A est orthogonale, alors det(A) = +1.

10.2 Matrices orthogonales, équivalences

En fait, je vais montrer (c,) parce que le (cs) est pareil. Donc,
maintenant, je montre que (c;) est équivalent a (c,). Donc, ici, je
commence avec une matrice A et je la considére comme une matrice
avec des vecteurs lignes. Ce sont les lignes de la matrice A. Les lignes
de A forment une base, vu comme les vecteurs de R~ C'est ce que je

vais considérer. Et puis, AT, ce serait la matrice ot la premiere ligne
devient la premiere colonne, la deuxiéme ligne, la deuxiéme colonne,

etc. Maintenant, je fais le produit de AAT et je considére la composante

ij. Alors, si je veux produire la i-eme ligne de cette matrice AAT, je

prends la i-eme ligne ici, et je fais des produits successifs pour chacune

des lignes de la matrice ou chacune des colonnes de AT donc, les lignes
de A. Par exemple, pour la il, je ferais le produit de la ligne i et de la
colonne 1. Mais, ca, c'est exactement le produit scalaire de i-eme ligne
avec la premiere, deuxiéme, etc., Ainsi ici j'ai le produit scalaire de la i-
eme ligne avec la j-eme colonne Donc, ¢a, c'est le produit scalaire de L;
avec Lj.

Notes

(|

ECOLE POLYTECHNIQUE
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Summary
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Proposition. Soit R™ |'espace euclidien usuel. e * &

Soit A € My xn(R). A L,
< L\_
(1) Les conditions suivantes sont équivalentes : :
L,
e (c1). ||AX]| =||X]| pour tout ;
X € Mpa(R). (A < L
o (c2). (AX,AY) = (X,Y) pour A
tous X,Y = MnXl(R)- (AAT)ij z

(e3). AAT =T=ATA
(c4). Les lignes de A forment une
base orthonormée de R".

comme vecteurs de R™ forment Ce Simlaine
une base orthonormée de R".

(2) Si A est orthogonale, alors det(A) = +1.

10.2 Matrices orthogonales, énuivalences

Mﬂuﬂmn‘(l &=

(c5). Les colonnes de A vues P ¢ R

- (L el )

'Lj
AAT =T &
& i:j
soC#f,
1 S C=j
kot & ] =
O &« cTJ

ot use éa.rr ohowns do R,

('

FCOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Maintenant, la matrice A est orthogonale si et seulement si AAT est égal
a l'identité, et ca, c'est si et seulement si (AAT)U est égal a 1, si i est égal
aj, et 0, si i est différent de j. Et donc, A est orthogonal si et seulement
si la i-eme ligne, la j-ieme ligne, le produit scalaire, c'est 1, si i est égal a
j, et 0, si i est différent de j. Et ca, c'est exactement équivalent a dire que
L, jusqu'a L,, est une base orthonormée de R~ Donc, voila. Ca montre
que (c3) est équivalent a (c,). Ah, en I’occurrence, je n'ai pas mentionné
qu'on avait ATA = I,,, bon, ce qu'on avait montré, c'était que AAT était
l'identité, mais, apreés, comme ce sont des matrices carrées, on a déja vu
que, si on a une matrice qui est inversible, a gauche ou a droite, qu'on a

l'autre c6té aussi, et puis qu'on peut calculer son inverse. Donc, on a
aussi cette égalité-la. Donc, ca, c'est le (cy), et je dis seulement que le

(cs) est similaire. Dongc, je ne vais pas le montrer.

Notes

Summary

10.2 Matrices orthogonales, équivalences
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Proposition. Soit R™ |'espace euclidien usuel.
Soit A € My xn(R).

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

e (c1). ||AX]|| = || X]|| pour tout
X € Mpy1(R).
e (c2). (AX,AY) = (X,Y) pour

tous X,Y € Myx1(R).

(e3). AAT = 1= ATA

(c4). Les lignes de A forment une
base orthonormée de R".

(c5). Les colonnes de A vues
comme vecteurs de R™ forment
une base orthonormée de R".

(2) Si A est orthogonale, alors det(A) = +1.

e, = Cy
A LL AR (L.M )
]

(AR, = Ll

Py

A ffﬂujmu(l &= AAT =4 L
(AAT o= YT F e
) 0 soCH#f,
L 4 L C:J
A w(ha'jm-l: &= Lc-LJ = ;O o E*f

@ Ly --b) atf uw base othowns b R,
¢ Smlaine
(@ Supposms A orfhogmele, dnc AAT=T

Jet (AAT) + det(T) = 1 .
JHA) deHAT) = det (A)det(A) =@ekA)) =1

B (-

10.2 Matrices orthogonales, équivalences

Maintenant, je vais juste terminer avec la partie (2), ici. Donc, la preuve
du (2). Apres, je ferai des exemples. Donc, la preuve du (2), ici. Je

suppose que A est orthogonale. Alors, je vais utiliser le (c;), donc, AAT
est égal a l'identité. Je prends cette égalité-la et je fais le déterminant a
gauche et a droite. Maintenant, le déterminant de l'identité, c'est juste
un. Le déterminant d'un produit, c'est le produit des déterminants. Le
déterminant de la matrice transposée, c'est le déterminant de la matrice.
Donc, du coup, j'ai que le déterminant de A au carré est égal a un, et
donc, le déterminant de A est égal a plus ou moins un. On a beaucoup de
conditions, maintenant. Si on a une matrice orthogonale, alors elle est
orthogonale, si et seulement si sa transposée est égale a son inverse,
c'est déja tres tres fort comme condition, ou bien, on regarde les lignes
et on voit que ¢a forme une base orthonormée de R, ou bien, on regarde
les colonnes et ¢a forme une base orthonormée de R. Et puis, en plus, si
on a une matrice orthogonale, elle a cette bonne propriété que son
déterminant est égal a plus ou moins un. Ce n'est pas une équivalence.

Notes

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Summary

Chapitre 10: Matrices orthogonales, matrices symétriques
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Proposition. Soit R" I'espace euclidien usuel. 6, =
Soit A € My xn(R). L,
L AT-(L lL\----)L)
(1) Les conditions suivantes sont équivalentes : : ’ ) g
L,
e (c1). ||AX]|| = || X]|| pour tout
b TR A B
X € Mpsa(R). (AR« Ll
e (c2). (AX,AY) = (X,Y) pour A ethogmts <o AT =T &

tous X,Y € M,x1(R).
(e3). AAY =T=ATA

(AAT);; = 1
) 0 5o

® (c4). Les lignes de A forment une 1 s is
e n A Wﬂw'jm-ll = L‘:‘Lj = T
base orthonormée de R". O w iy,
e (c5). Les colonnes de A vues e Ly-l) ot uw base othommi b R
comme vecteurs de R™ forment s Simlainc
une base orthonormée de R". (@ Sapposms A orfhogmle, dne AAT=T

Jot (AAT) = det(T) = 1 .
Jet(A)deH(AT) = det (A) det(A) =@etA)) =1

e L

ECOLE POLYTECHNIQUE

10.2 Matrices orthogonales, équivalences FEDERALE DE LAUSANNE

(2) Si A est orthogonale, alors det(A) = +1.

Notes
Il existe stirement des matrices avec des déterminants plus ou moins un

qui ne sont pas orthogonales, mais c'est une implication dans une
direction. Maintenant, je termine ce paragraphe-la avec des exemples.

Summary

10.2 Matrices orthogonales, équivalences 90f 12



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_6rhnrc6v?st=654

11m 14s

E}ﬂh S (1) S,d 29 . {Z.L _3,"21 &_ l‘o’l/‘ﬂ\"'lh CL e F‘-J‘ﬁ"c Jnn.( .l( Seng ‘{Y;jmm%’lfbl B

Sﬂ.l' & L [w& CA""’/‘?M [M‘#rmmnés [ I‘ZL

Les© -sm0 T

[2.) - [2,)

<

(3]

10.2 Matrices orthogonales, énuivalences

Je vais juste vous faire trois exemples. Donc, on a déja parlé des
rotations. Donc soit Ry la rotation R? dans R?, d'angle 0 radians dans le

sens trigonométrique centré a l'origine. Alors, par rapport a la base
canonique, donc, soit C la base canonique orthonormée, alors, si on fait
la matrice de O par rapport a cette base-la, on a déja vu que c'est la
matrice [voir écran] Maintenant, si j'écris la transposée de cette matrice,
alors la premiére ligne devient la premiere colonne. La deuxieme ligne,
c'est la deuxiéme colonne. Regardez, si vous faites le produit de ces

deux matrices, vous avez cos(9)2 + Sin(9)2 = 1, puis cos(8)sin(0) -
cos(0)sin(0) = 0, puis cos(0)sin(0) - cos(8)sin(@) = 0 et finalement
sin(@)2 + cos(@)2 = 1. Donc, effectivement, le produit des deux matrices
est égal a l'identité. Donc, c'est une de nos conditions équivalentes pour
que cette matrice soit orthogonale. Donc, on a le produit qui est égal a la
matrice identité. Deuxieme exemple.

Smg

Cos &

I

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Notes

Summary
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10.2 Matrices orthogonales, équivalences

Notes
Si je prends la symétrie orthogonale par rapport au plan z = 0, de R3

dans R3, alors, j'écris la matrice de S par rapport a la base canonique,
donc, ici, soit C, la base canonique. Alors, la matrice de cette
application, c'est bien la symétrie orthogonale par rapport a ce plan-la.
Alors, on renvoie le vecteur (1 0 0 ) a lui-méme, parce que c'est dans le
plan de symétrie. Apres, le vecteur (0 1 0) aussi a lui-méme, parce que
c'est encore dans le plan. Et le vecteur (0 0 1) est envoyé a -1 fois lui-
méme, parce que ceci est envoyé en bas. Donc, voila, ceci est la matrice
de I'application. Et puis, on voit que la transposée est égale a elle-méme.
Ensuite, le produit de cette matrice avec elle-méme est égal a l'identité.
Donc, c'est bien une application orthogonale, ou bien une matrice
orthogonale. On a que cette matrice inverse est égale a la transposée, est
égale a la matrice. Et puis, enfin, un troisiéme exemple, ou on ne voit

13m 17s

pas forcément la géométrie. Je pose seulement une matrice.

ke 2=0, S;r 4 & 65-5( &nmlflq&‘ ”Z?

I
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I

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

[voir écran] Maintenant, si on voulait déterminer si cette matrice-la est
une matrice orthogonale ou non, on pourrait utiliser n'importe laquelle
des conditions équivalentes et surtout, je peux faire les produits scalaires
entre les colonnes de cette matrice pour voir si ca forme une base
orthonormée. Donc, la norme de la premiere colonne, c'est 1/2 + 1/2 =
1. La norme de la deuxiéme colonne, c'est 1. La norme de la troisiéme
aussi, c'est 1. Le produit scalaire entre la premiere et la deuxieme, c'est
0. Entre la premiere et la troisieme, c'est -1/2 + 1/2 = 0. Entre la
deuxiéme et la troisiéme aussi. Donc, les colonnes de A forment une
base orthonormée de R3, donc, A est une matrice orthogonale. Voila.
Maintenant, on a plusieurs facons pour déterminer si une matrice
donnée est une matrice orthogonale ou non.

Notes

Summary
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