(P

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Chapitre 10 : Matrices orthogonales, matrices
symeétriques

10.9 Classification des formes quadratiques

Algebre linéaire
Prof. Donna Testerman

d'un mémes valeurs

valeurs propres i Z@r 0™ nfin @ o o
O r-t hogona lbtenue serait non é lnie SOlUt lonvaleur posltlveEtOUte axseg[gmiencipaux Calculer ;::
J u Ste systeme s négative s R % matrice orthogonale ‘-E g F-ea - -
" . question 5 D . . %U .O 4_)3‘
fMIheoreme : l: plan . - & WPOS1tive : 2 A
e 4 5 existe fonctonllespace H é S
g cométrie variable & = =
g p L=
£ non nul O matrice symetrique
o L]

valeur négative

lui
/eux formule
CC) pOSlt lf Rzmgn!;mgés quacgrd';gthue aleur propre Ication exactement
_ vraiment<® j'aurai rouve g
4_) % . o e d(calcul VO l l a coup diagonalise % "§ .
O & g rapport ' aimerats quelcongue R 9 deuxieme
q_) £ . c wn g A
) )\ ligne droite hyperbole @ %m gegale
. , . ] 2 =
OCOEf;Li‘ii:nt 2 warre S a l t terme proposition j'avais E:: :E’ gg
produit Y : S )\ =
L d'un produit 1'équation w 38 - +
Y2 1' espace symetr‘lquﬂ:ase canomque effecti entre ecran © m Valeur gt orminer S§
rends =
d abord i
han ement premier
trouverr igenent.. - base orthonorméemontrer
~N e N

Search MOOC

=PrFL



https://cede-webapps.epfl.ch/video-sequence-search/?csv=fr_algebra123
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_qmrq8muz
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_qmrq8muz

0Om 04s

10.9 Classification des formes quadratigues

Dans cette vidéo, nous allons d'abord décrire les possibilités, donner une
définition qui décrit les possibilités pour les formes quadratiques, et
ensuite, on va énoncer un théoréme, qui suit directement de notre
théoreme des axes principaux, qui donne un critére pour déterminer de
quelle forme est notre forme quadratique, de quel type est notre forme
quadratique.
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109 Classification des formes quadratinues

o

Donc, d'abord, je veux commencer par considérer des exemples. Donc,
je prends I'exemple des formes quadratiques de R2. On va ramener la
matrice A qui définit Q a une forme diagonale. La matrice A, une
matrice symétrique, qui définit une forme quadratique Q. Donc, apres,

on aura cette forme diagonale, donc, on aura PTAP, est une matrice
diagonale. A, A,, 0, 0, ou P, ici, est une matrice orthogonale, et puis A, et
A, sont les valeurs propres. Puis, ici, on voit que si A; est strictement
positif et A, aussi, on a I'équation A,y,%2+A,y,%?=1, ca, ce sont les nouvelles
variables, et ¢a, c'est une ellipse. Si A; est positif et A, est négatif, on a
I'équation A,y,2+A,y,2=1. Donc, maintenant, ¢a, c'est une valeur négative
et ca, c'est une hyperbole. Je vous rappelle ce qu'est une hyperbole. On a
deux droites, comme ca, et puis, on a un truc comme ceci, par exemple.
Si A,=0, ca, c'est une possibilité, et A, est positif, ou le contraire, on aura
Ay,2=1, donc, on a y,2=1/A,, donc, on a y,=+1/VA,, et ¢a, c'est deux
droites.
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10.9 Classification des formes quadratiques

Puis, enfin, bon, je peux faire 'autre version de ca aussi. Si, enfin, I'un
est zéro, et l'autre est négatif, alors, on aura A,y,2=1, et ¢a, C'est
impossible, puisqu'ici, on a une valeur négative égale a 1, l'équation
représente I'ensemble vide. Et, enfin, bon, j'avais dit enfin avant, mais il
y a la possibilité que A,=0 et A,=0. A ce moment-13, I'équation devient
0=1, qui est aussi impossible. Donc, j'aurais pu mettre ces deux-la
ensemble. Maintenant, de ca, on va tirer une définition.
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Définition. Soit () : R™ — R une forme quadratique. On dit que

1) Q est définie positive si Q(u) > 0 pour tout u € R™, u # 0.

2

4) @ est positive si Q(u) > 0 pour tout u € R".

5) @ est négative si Q(u) < 0 pour tout u € R™.

£ lee/d (1) Lh

10.9 Classification des formes quadratigues

(@ est définie négative si Q(u) < 0 pour tout u € R™, u # 0.

(

(2)

(3) Q est non définie si Q prend des valeurs positives et négatives.
(4)

(5)

: T 2 % -
Q{(“,"‘z,xx)) = g K+ Lke +q,% ert lfef{ﬂe

Dans le cas général, si on a une forme quadratique, on dit que Q est
définie positive, je vais souligner. Définie positive si pour chaque
vecteur u, Q prend une valeur strictement positive. Bon, pour chaque
vecteur u non nul, c'est clair que Q(0)=0, mais pour chaque vecteur non
nul, Q prend une valeur positive. On dit que Q est définie négative si
pour chaque vecteur u non nul, Q prend une valeur négative. On dit que
Q est non définie si Q prend des valeurs positives et négatives. On dit
que Q est positive, seulement, si Q prend des valeurs non négatives, et,
négative, si Q prend des valeurs non positives. Donc, 1'exemple. Si je
prends Q(x;, X,, X;), dans R3 égale a a,x,2+a,x,?+a;x;% ca serait définie
positive si tous les g; sont strictement plus grands que 0, parce que la, on
n'aura jamais une valeur négative, ici, et on n'aura jamais 0 non plus si
on substitue un vecteur non nul. Ca serait définie négative si tous les a;

sont plus petits que 0, par le méme raisonnement.

> 0.
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Théoréme. (Formes quadratiques et valeurs propres)

Soit A € M,,x»(R) une matrice symétrique et soit @ : R™ — R la forme quadratique associée.

(1) @ est définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont strictement

positives.

(2) @ est définie négative si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont strictement

négatives.

(3) @ est non définie si A admet a |a fois des valeurs propres positives et négatives.

10.9 Classification des formes quadratigues

Ca serait non définie s'il y en a un qui est positif et un autre qui est
négatif, parce qu'on pourrait faire un mélange apres, on substitue 0 pour
celui qui est positif, et aprés, non 0 pour celui qui est négatif et on aura
une valeur négative, et on fait le contraire, et on aura une valeur
positive. Donc, voila. Ca, c'est un exemple. Exemple 2. Si on fait
Q(x;,X,), donc, ici, dans R? est égal a x,% ca, ca prend une valeur
positive, mais éventuellement 0. Donc, ¢a, c'est positif, car Q(x;,X,) est
toujours positive, disons, non négative, mais Q(0,1)=0, Donc, on trouve
0 parfois, donc, ce n'est pas définie positive, mais c'est positive. Donc,
voila deux exemples. Maintenant, on a un théoréme qui nous dit
comment déterminer si une forme est définie positive, définie négative,
non définie. Et c'est le théoréme suivant. Alors, je me donne une matrice
symétrique et la forme quadratique associée. Alors, cette forme est
définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont
strictement positives.

I

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Notes

Summary

Chapitre 10: Matrices orthogonales, matrices symétriques

6 of 8



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_qmrq8muz?st=292

Théoréme. (Formes quadratiques et valeurs propres)

Soit A € M,,x»(R) une matrice symétrique et soit @ : R™ — R la forme quadratique associée.

(1) @ est définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont strictement

positives.

(2) @ est définie négative si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont strictement

négatives.

(3) @ est non définie si A admet a |a fois des valeurs propres positives et négatives.
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10.9 Classification des formes quadratigues
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A

Q est définie négative si et seulement si toutes les valeurs propres de A
sont strictement négatives, et Q est non définie si A admet a la fois des
valeurs propres positives et négatives. Et puis, on pourrait rajouter des
criteres ici pour dire ce que c'est, positif ou bien négatif. Pour la forme
positive, ce serait que toutes les valeurs propres sont plus grandes ou
égales a 0. Négative, si toutes les valeurs propres sont plus petites ou
égales a 0. Donc, on admet la possibilité d'avoir la valeur propre 0. Et
puis, la preuve de ce théoréme, ce n'est pas du tout difficile, c'est
exactement une utilisation de la diagonalisation orthogonales. De
nouveau, on diagonalise A orthogonalement, c'est-a-dire, on aura

PTAPZD, une matrice diagonale, et le long de la diagonale, ici, on sait
que ¢a serait les valeurs propres de A. Donc, la matrice diagonale qu'on
obtient aura exactement les mémes valeurs propres que la matrice A, ou,
ici, P est orthogonale, et A,,...,A, sont les valeurs propres de D et donc

6m 14s

de A.
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Théoréme. (Formes quadratiques et valeurs propres)

Soit A € M,,x»(R) une matrice symétrique et soit @ : R™ — R la forme quadratique associée.

(1) @ est définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont strictement

positives.

(2) @ est définie négative si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont strictement

négatives.

(3) @ est non définie si A admet a |a fois des valeurs propres positives et négatives.
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10.9 Classification des formes quadratigues
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Et apres, on sait que la forme quadratique associée a D est définie
positive, par exemple, je vais juste faire le premier cas, est définie
positive si et seulement si tous les A; sont strictement positifs, mais

comme la forme quadratique définie par D est simplement la méme que
la forme quadratique définie par A avec un changement de variable, on a
aussi que A est définie positive si et seulement si tous les A; sont positifs.

J'écris une phrase ici, donc : Comme la forme quadratique associée a D
est obtenue de la forme associée a A, ou définie par A, obtenue de cette
forme-la par un changement de variable, la forme originale Q est définie
positive si et seulement si la forme associée a D est définie positive. Et
ainsi de suite; on peut montrer le 2 et 3 de la méme facon. Donc, on
diagonalise, on regarde cette matrice-la. Pour celle-la, par les exemples
qu'on a vus avant, on comprend quand c'est définie positive, ou
négative, ou non définie. Ce sont vraiment les signes des valeurs
propres. Ce sont les mémes valeurs propres que la matrice A, et comme
tout cela ne se fait que par un changement de variable, alors on peut dire
la méme chose pour la matrice A.

1\0
0 °.
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