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Notes

Maintenant, nous allons associer un sous espace a chacune de nos
valeurs propres pour ou bien une transformation linéaire ou bien une

matrice.

Summary
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Définition. Proposition. £, est un sous-espace vectoriel.

(1) Soit ¢ : V — V une transformation linéaire
d'un R-espace vectoriel V. Soit A € R une
valeur propre de ¢. Alors
Eyx={veV:¢(v)= v} s'appelle
|'espace propre associé a A.

E)\ - j'm,,.éé da vecteus U ;04
f"fﬂ” de z?cmﬂfmd«/
3 b valeuwr qumzl

(2) A€ M,xn(R), A une valeur propre de A4,
Ey={X € Mpx1(R) : AX = AX}.

8.4 Espacespropres

La définition est la suivante : je me donne une transformation linéaire
d'un R-espace vectoriel et je me donne une valeur propre pour cette
transformation linéaire. Je pose E, d'étre l'ensemble des éléments v € V
tels que @(v) = Av Et ¢a, ca s'appelle : l'espace propre associé a A. En
fait, avant de continuer, je veux faire une remarque. C'est E;, on a
I'impression que c'est I'ensemble des vecteurs propres mais le probléeme
c'est que si je pose v = 0, je vais trouver cette égalité qui est vérifiée et
on sait que v = 0 n'est pas un vecteur propre par définition. Donc ce E;

c'est exactement l'ensemble des vecteurs propres de ¢ correspondant a la
valeur propre A réunion avec le vecteur nul. Donc ce E; c'est presque

I'ensemble des vecteurs propres, seulement 0 n'est pas admis comme
vecteur propre par définition, donc ce sont tous les vecteurs propres et
aussi le vecteur 0 car, je le répete, visiblement, si vous mettez 0 ici, vous
avez une égalité. Egalement, on fait une définition analogue pour une

Om 12s

matrice.
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Définition. Proposition. E) est un sous-espace vectoriel.

(1) Soit ¢ : V — V une transformation linéaire Pasure ()

d'un R-espace vectoriel V. Soit A € R une
valeur propre de ¢. Alors

E\ ={veV:¢()= v} s'appelle Saat vivy < Ex

I'espace propre associé a A.

€y = L ersentl des vectas ;o]

de LP cmufmd«/
?SPZ valear fnfvd

(2) A€ Myxn(R), A une valeur propre de A4,
Eyx={X € Mpx1(R) : AX = AX}.

8.4 Espacespropres

ut P vide <o

(,0(0) = 0= A0, dme O €&y,

et Sal e R.

62- <V, +V, € E;\ 7
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Je me donne une matrice n x n une valeur propre de cette matrice. Alors
E, sera toutes les solutions de 1'équation AX = AX De nouveau, c'est

I'ensemble des vecteurs propres, auxquels on rajoute la colonne 0, i.e. le
vecteur nul. Maintenant, la proposition c'est que ce E, est un sous-

espace vectoriel. Je le fais en détails dans le cas un. Il faut voir que c'est
non vide. Pour deux raisons : On sait qu'il existe un vecteur propre mais
sinon, on peut mettre 0 dedans. Donc E) est non vide car ¢(0), c'est o

qui est aussi égal a A0. Donc le vecteur nul appartient a I'ensemble E;. I

faut maintenant montrer que c'est fermé sous les opérations qui
définissent un espace vectoriel. Je me donne deux vecteurs et un
scalaire. Soit v;, v, € E, et soit a, un nombre réel. Je fais la

combinaison linéaire de v; et v, avec ce scalaire. La question c'est : est-
ce que ca appartient a E; ? Pour savoir si ce vecteur appartient a Ej, je
dois faire : ¢ appliquée au vecteur.

Notes

Summary

Chapitre 8 : Valeurs propres, vecteurs propres, diagonalisation
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Définition. Proposition. E) est un sous-espace vectoriel.

(1) Soit ¢ : V — V une transformation linéaire P (B B 4 oword &
d'un R-espace vectoriel V. Soit A € R une R )‘ 5 dre ORE
valeur propre de ¢. Alors ¢(0) < 0= A0 '
E\x={veV:¢v)= v} s'appelle Sat viv, <y o sab 2eR.
I'espace pro;re ajizciéé A Q2 ] ?
tx : ;,'Zfﬁié ?t’:;;ma[« U ;04 (_Pk.lV,*Vb) = d‘wv') +‘Flv") :a(-kv\ i A-Vl
2 b valear Fryed 9 of
|iadaine carvie €
(e
(2) A€ M,x,(R), A une valeur propre de A, plavitin) = Mavrvy) = avavee By
E)\ = {X € ]unxl(]R) . AX = )\X} ’Par ca-ﬁe'ym'/, E,\ ot wur Saw ~Ypa vedonéf t(o \/,
A
84 Espacespropres FEERALE DE LAUSANNE
Notes

Par la linéarité de ¢, je sais que c'est égal a ap(v;) + ¢(v,) donc ¢a, c'est
parce que ¢ est linéaire. Et ceci est égal a o maintenant v; € E; donc ¢a
veut dire que ¢ envoie v; & Av; par définition. Egalement ¢ envoie v, a
Av, Ca c'est car v; € E, pour i = 1,2. Ensuite, je peux mettre en
évidence le A. Donc, ceci est égal, je reprends : ¢(av; + vy) = A(av; +
v,) Voila encore un vecteur qui est envoyé par ¢ a A fois lui-méme Donc
par définition, ¢a implique que av; + v, € E; Et c'est ce qu'il faut pour
montrer que Ej est un sous-espace vectoriel. Par conséquent, E) est bien

un sous espace vectoriel de V. Maintenant la preuve dand le deuxieme
cas c'est pareil, mais je vous fais remarquer qu'on peut faire méme plus
simplement. L'idée, c'est juste de remarquer qu'en fait, Ej est I'ensemble

des solutions d'un systeme homogeéne.

Summary

8.4 Espaces propres
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Définition. Proposition. E) est un sous-espace vectoriel.

(1) Soit ¢ : V — V une transformation linéaire Pase (1 & o rowork
d'un R-espace vectoriel V. Soit A € R une -

& = A me O €&
valeur propre de ¢. Alors g(0) = 0= A0 4 ?

E\x ={veV:¢)= v} s'appelle Saat v, €y e sab %€ R.
I'espace pronre ajizciéé A Q2 TP ?
= . « ’Jé & VEC, 1 I )\ 1
tx ;4;/::'11 lPCtY‘Mff"’J«/ v ;04 CPLJVF"V‘/) = d?,vl) f‘flvb) 43 . .
3 b valeuwr fnfd q)a}
)iszine carvie &
[;‘f,?_.
(2) A€ M,xn(R), A une valeur propre de A, L{?(*"l*"v\ = Mav+ry) = avtvee By
E)\ = {X € fwn;d(]R) cAX = )\X} ’Par wk'ym'/, C—)\ at un Sow ~dopace veo‘.lan & va
Praser € ot £ ‘crsendle des

i Soluchms dus Saf,le\./u )umoa\zu : (/l_)ll)x -0 .
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Notes

Et ce systeme homogene c'est : A - Al, donc c'est une matrice carrée qui
multiplie les x et qui donne 0. C'est une autre facon d'écrire cette égalité.
Comme E) est l'ensemble des solutions d'un systéeme homogene, on sait
déja que c'est un sous-espace vectoriel. On l'a déja vu. Faisons
maintenant des exemples pour trouver l'espace propre associé a une
valeur propre.

4m 40s

Summary
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Exemples. (g-GL)X =O
1 —1 NG A

0 e
1 o A
t3+2t2—|—2t—4 1 .

({-m(ﬁ«»\r)(-t%)
veleus pope do B st
)1: ‘(i, >\1.: ‘\ﬁﬁ )S:

Dz’L{/ﬂl}\lf y '4/"' W Eﬁ ‘

8.4 Espacespropres

On va reprendre une matrice ou on a déja calculé le polynome
caractéristique. C'était dans la vidéo 8.2. Je vous donne une matrice 3 x
3 Nous avons déja calculé ce polyndme caractéristique et c'est ce qu'on
a trouvé. On a d'ailleurs aussi pu factoriser le polyndme. Et ceci a donné
: (t-V2)(t + V2)(-t + 2) Donc les valeurs propres de B sont A; = V2, A,

= -V2, A3 = 2 Donc il y a trois valeurs propres. Je ne vais pas faire le

calcul de tous les espaces propres mais juste un exemple : je vais
chercher 1'espace propre associé a la valeur proprev2 Donc déterminer
l'espace propre E,/, Ca, c'est la solution du systéme homogene, je prends

(B - V2DX = 0. Alors B - V2I, c'est la matrice [voir écran] Maintenant je
dois résoudre un systeme homogene donc je vais utiliser la méthode
d’échelonnage pour simplifier cette matrice et aprés je trouverai la
solution. Et on sait dans la théorie que comme V2 est une valeur propre,
il existe une solution non triviale et qu'on va trouver une infinité de

5m 10s

solutions de ce systéme. Alors je vais échelonner.
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Exemples. (g-RT)X =O
(1) B= 0 1 1), -6 13 ey [ A AR
1 0 0 0 - s lo 1-v=2 4
cp(t)=—t3+22+2t—4 1 B = _—
= ({-ErR)(-t+2)
Valaws pope de T sot L [ S1-E 3930 s -4 -1z 3R
s VPR IR N A P ) ol 4-v 1 D, o -1 i
Delerwirae L apea prpe Ea - 0 -1-z 3+2k o -1- 3R
[41 -1-Vz 383 L aedt  dilT i [4 1 246
D’(f'ﬁ) o -1 el o 4 we zfi__., g =
- 0 1 3-i-Y 0 1 =1-i o o ©
(gl |
84 Espaces propres el ST

Notes
D'abord je multiplie la premiére ligne par 1 + V2 pour simplifier. Donc

c'est D;(1 + V2) Quand je fais ¢a, les deux derniéres lignes ne changent
pas. Du coup, 1a jai 1 - 2 = -1 Ensuite j'ai -1 - V2 et jlai 3 + 3V2
Maintenant vous voyez pourquoi je l'ai fait. Je vais ici additionner la
premiere ligne a la troisiéme. Je vais faire L3;(1) donc la premiere ligne

ne change pas la deuxieme non plus et la troisiéme ca devient : 0, -1 -
V2, 3 + 2V2 Maintenant je vais multiplier la deuxiéme ligne pour les
mémes raisons, par 1 + V2 pour simplifier ce terme 1a sinon je ne vois
pas tres bien ce que j'ai. Donc j'ai [voir écran] Et puis je vais aussi
simplifier ce terme 13, je vais multiplier par 1 - V2 la troisiéme ligne. La
premiere ne change pas, la deuxieme non plus et la troisieme devient : la
jlai -1 + 2 =1, ici et 1a quand je multiplie, j'ai 3 1a j'ai 2V2 - 3V2 = -V2
et apres j'ai -4 donc j'ai la matrice [voir écran] Enfin, on fait encore une
manipulation je rajoute la deuxiéme ligne a la troisiéme et ¢a nous fait la
matrice [voir écran]. C'était un peu pénible mais on y est arrivé.

Summary
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Exemples. (g-GL)X =0
(1) - ij fa 1.2 -1 3 D, 446 -1 -1V 33
1 i 0 4.2 A s lo 1-v=2 4
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84 Espacespropres FEDERALE DF LAUSANNE
Notes

Maintenant quand j'arrive a ¢a, je sais qu'il faut poser la solution du
systeme Je pose la troisieme variable en parametre. Et je trouve que
l'espace propre E,, est égale a l'ensemble : Je pose ici a pour la

troisieme variable et d'aprés la deuxieme ligne, je vois que la
coordonnée ici est (1 + V2)a puis, aprés un peu de travail, je ne donne
pas les détails, vous substituez ici pour la premiere ligne et vous allez
trouver av2 et ¢a, C'est pour a, n'importe quelle valeur réelle. Ca, c'est
'espace propre. Maintenant on pourrait faire un contréle. C'est a dire, on
pourrait prendre un vecteur qui est la-dedans, dans tous les vecteurs, bon
tous ces vecteurs sont multiples d'un vecteur, et multiplier par cette
matrice, et voir que effectivement on obtient le multiple V2 je vais le
faire ici : Je reprends la matrice la et je multiplie par un vecteur ici, je
vais poser a = 1 Jaurais ici V2, aussi 1 + V2 et 1. Je fais la
multiplication et 1a j'ai V2 -1 - V2 + 3 donc 1a j'obtiens 2 et ici j'ai 1 + V2
+ 1 donc ¢a fait 2 + V2 Et puis ici j'obtiens V2 Et ceci est égal a
V2(V2N2 + 1,1).

Summary

8.4 Espaces propres
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Exemples. = (8- AT)X =0
1 —1 3\ [ i =
0 1 qe(L| = 24-\(‘7- =\ [zt 1= - D (4+3)
1
4.6 A
1 1 >
t3 5 2t2 +2t— g =
(i-ﬁ)(’cﬂli(—t‘z)
" & B st (4 -G 3¥3%2 -1
valeas popre L [ - P, (4+6)
)1: ‘(i) >\|.: ‘ﬁl )Sz N O 4'ﬁ 4 2
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- 0 1 3-\i-Y 0 4 ==k o o ©
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8.4 Espacespropres

Effectivement, on a que cette matrice multiplie ce vecteur et ¢ca donne
V2 fois le vecteur. C'est un exemple un peu compliqué mais c'est trés
bien car vous voyez qu'on n'aurait pas pu deviner, ce ne sont pas des
vecteurs qui sortent facilement mais, on a tout fait correctement, a la fin
on peut vérifier que cet espace la c'est I'ensemble des vecteurs qui sont
renvoyés a ce multiple la. C'est un peu compliqué, mais c'est un bon
exemple.

1 -4z 2+
o 1 Nz 1
1 o -=
41—z 3R
-1 A+

-1\ 3rWT

I

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Notes

Summary

Chapitre 8 : Valeurs propres, vecteurs propres, diagonalisation

10 of 13



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_3p2nn1su?st=756

1 agendle des SohBms LfnJL;W

Exemples.

( ) (,’b ]\_[QXQ(R) — Z‘[QXQ(R), @(A) = AT,
1 0 0 O
0O 0 1 0
2ls=10 1 0 of
00 0 1

cg(t) = (t—1)°(t+1)

valows s de ¢ st
A= o due

’De'LfM/Mr /'ﬂ,da vaﬂﬂ E_’,
aocic 4 b velew pryue -

8.4 Espacespropres

(19 - CADVE =2
CWL;"T')X =0

Cette fois, les calculs seront un peu plus faciles et c'est parce qu'en fait,
les valeurs propres sont plus faciles. On a déja calculé le polynéme
caractéristique de cette application linéaire et on a trouvé que le

polynome caractéristique c'est (t-1)>(t + 1) Donc les valeurs propres de
@ sont A; = 1 et A, = -1. Cette fois je vais trouver l'espace propre qui

correspond a la valeur propre -1. Déterminer l'espace propre E_; associé

a la valeur propre -1. Je dois trouver la solution du systéeme homogene.
Je fais attention parce que ca doit étre interprété aprés en termes de
matrice mais pour le moment je résous un systéme homogeéne et ca c'est
le systeme : ¢ représenté par rapport a la base B qu'on a fixé -(-1)I fois
le vecteur X. Donc j'ai ¢ cette matrice plus l'identité multiplié par X. Je
pose la matrice et cette fois, je soustrais -1 donc j'additionne un sur la
diagonale donc j'ai la matrice [voir écran] Je vais échelonner la matrice

13m 07s

et cette fois I'échelonnage est trés simple.
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1 sasendle dos Solms

Exemples.

( ) (j) A.[QXQ(R) — _[2 Q(R), @(A):AT,

A )
10 0 0 (\lg 2K =©
00 1 0 . o 2
“le=10 1 0 of A
0001 o 1o | T (]
0 UV o

cg(t) = (t—1)°(t+1)

valows g de ¢ st
Ve o due -
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8.4 Espacespropres

(lgly - (ALVK =2

La premiere ligne ne change pas, la deuxieme non plus ensuite
j'additionne : moins un fois la deuxiéme ligne a la troisiéme ligne,
j'obtiens une ligne de 0 et enfin j'échange la troisieme et la quatrieme
ligne J'ai fais une erreur ici, je reviens, donc la j'ai gardé la deuxieme
ligne et j'arrive a cette matrice la qui est échelonnée. Maintenant on voit
qu'il y a trois pivots et il y a juste la troisieme variable qui n'a pas de
pivot. Je vois que l'ensemble des solutions du systéeme homogene ca
serait les vecteurs comme ceci : la derniere coordonnée doit étre 0 et ici
je pose a, la deuxiéme coordonnée doit étre -a et la premiere
coordonnée c'est 0 mais ¢a, il faut interpréter en termes de la base. C'est
tres important. Donc E_; c'est I'ensemble (car on s'attend a trouver un

ensemble de matrices). Donc c'est I'ensemble des matrices ou j'aurai : -a
fois le deuxiéme vecteur de base, plus a fois le troisieme vecteur de
base, et a un nombre réel. Donc je dit que c'est 'ensemble, l'espace
propre correspond a la valeur propre -1 c'est toutes les matrices de la
forme [0, -a; a, 0], avec a un nombre réel.

m)I«W'/:' én —éfmcs J 4
bere 81!

) I .16112§
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8.4 Espacespropres

1 agendle des Sohms LfnJL;W

Exemples.

_ -4\“\){ =0,
(2) ¢ : Masa(R) = Maxa(R), #(A) = AT, (91 - (NE

I‘ -~
1 0 0 >(<) (\glgtTIX =0
0 0 1 0 2 00 0|+ 200 0
= 2 0O o © L("') 1 L 81 B
[¢]B q r By o~ 1 : !1—-7 t()Jo’IOg = U;ii
0 0 0 1 o 11 0 v o O (&)
0 O o

cp(t) = (t—1)3(t +1)

valeus e de ¢ sk indecpote en tmes d L
\=a o des-t bs 8!

£, - f -J(‘f:)r ,(({U:> l .leﬂzg‘
a_rfua':' a fa v@/arfnyu -

AN S | o8
) 7)) il

Danc ( ) ot b un veder pre jamr G valow prpee -1

D ;ermr l 'ﬂ,aa fnfM
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Notes

Et on va maintenant vérifier que ¢a joue vraiment. Si je prends ¢ de la
matrice [0, -a; a, 0]. Par définition, c'est la transposée donc c'est [0, a;
-a,0]. Et ceci c'est moins une fois la matrice originale. Effectivement,
cette matrice-la est bien un vecteur propre pour la valeur propre -1 En
fait on a trouvé l'ensemble des vecteurs propres et on a aussi mis 0
dedans. Ca c'est deux bons exemples de calculs d'espaces propres
associés a une valeur propres donnée.

Summary

8.4 Espaces propres
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