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L'équation sina =y

On considere |'équation
sina =y,

B

ou yeR est une valeur donnée et ou € R est la grandeur recherchée.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Guten Tag. Beim letzten Mal habe ich die trigonometrischen Funktionen
von Sinus und Cosinus im Rahmen von Berechnungen um ein
rechtwinkliges Dreieck angewandt. So konnten wir zum Beispiel den
Sinus eines unbekannten Winkels bestimmen, und ich habe damals
gesagt: "Wenn man den Sinus dieses Winkels kennt, kann man den
Winkel erhalten, indem man schlicht auf einem Taschenrechner
"arcsinus” von diesem Wert nimmt. Heute mochte ich dieses Problem
behandeln: Wie kann ich von dem gegebenen Sinus-Wert den
entsprechenden Winkel erhalten, oder vielmehr die entsprechenden
Winkel, wie wir sie sehen. Betrachten wir zu Beginn also die Sinus-
Gleichung o = y. Wenn wir uns hier eine solche Gleichung anschauen,
werden wir sagen, dass y ein gegebener Wert ist, und wir suchen die
reelle Zahl «, wobei die Sinus von a y ergibt.

Notes

Summary

Chapitre 2: Les fonctions trigonométriques sinus et cosinus et leurs inverses
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L'éguation sina =y I

On considere |'équation
sina =y,

ou ye€R est une valeur donnée et ou a € R est la grandeur recherchée.

On peut donc formuler notre probleme sous la forme suivante :

Donné : yeR

Recherché :  toutes les valeurs de a € R telles que
sina=y.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Genauer suchen wir fiir das gegebene y hier rechts alle Werte fiir a, so
dass sinus(a) y ergibt. Nicht nur einen moéglichen Wert, sondern wir
mochten alle moglichen Werte von o herausfinden.

Summary

1m 05s
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Resolution de léquation sino =y

Proposition
e 5 y=-1,
alors toutes les solutions sont données par

a:—g+k27r, (keZ),

S:{—ngw: kez}.

IcH

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Im Moment kénnen wir den folgenden Losungsvorschlag formulieren
beziiglich der Gleichung sinus(a) = eine gegebene Konstante y.
Beginnen wir damit, den Fall zu betrachten, wo y kleiner als -1 ist.
Schauen wir uns die Situation auf dem Einheitskreis an: Auf diesem
Kreis mit Radius 1 in einem Achsensystem x-y, und ich erinnere Sie
daran, dass der Sinus von a durch eine Koordinate eines Punktes auf
dem Einheitskreis gegeben ist. Wenn ich also fiir Sinus o einen Wert y
gebe, der kleiner als -1 ist, irgendwo auf dieser gestrichelten Gerade,
sehe ich sofort, dass ich keinen Punkt auf dem Einheitskreis finden
werde, der als Koordinate diesen Wert y haben wird, der weniger als -1
betrdgt. Hier habe ich keine Losung, keine reelle Zahl o, deren Sinus o
kleiner als -1 ist. Schauen wir uns an, was passiert, wenn wir diesen
Wert y erhéhen, indem wir fiir y den Wert -1 nehmen - immer noch auf
dem Einheitskreis - den Wert -1. Ich sehe sofort, dass dieser Wert auf
einem einzigen Punkt auf dem Einheitskreis liegt; ich kann sogar einen
entsprechenden Winkel wiederfinden, er ist hier in rot eingezeichnet: Es
ist der Winkel -m/2. Wir wissen, dass wir, sobald unsere Positionen
einem gegebenen Sinus-Wert entsprechen, wir diesen Winkel um ein

vielfaches Ganzes von 21 dndern konnen.

Notes

Summary

Chapitre 2: Les fonctions trigonométriques sinus et cosinus et leurs inverses

4 of 30



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_0g8277th?st=81

2m 53s

Resolution de léquation sino =y

Proposition
e 5i -1<y<l1,
alors toutes les solutions sont données par
a = arcsin(y) + k2w
et a=m-—arcsin(y)+k2r, (keZ),

ou arcsin(y) est l'unique angle compris
entre —m/2 et w/2 dont le sinus vaut y.

o

M\ e

arcsin y X

¥ e

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

In der Tat sind die moglichen Winkel durch -n/2 + k x 2n gegeben, mit
k, einer ganzen Zahl, die positiv oder negativ sein kann. Wir kénnen
schreiben, dass die gesamte Losung der Gleichung sinus(a) =y durch {-
n/2 + k x 2 t} gegeben ist, wobei k ein Ganzes ist. Schauen wir uns nun
die Gleichung sinus(a) = y, mit dem gegebenen y an, wobei y zwischen
-1 und 1 liegt. Kehren wir zum Einheitskreis zurtick. Auf der Hohe eines
y zwischen -1 und 1 liegt er hier bei -0,8. Man sieht sofort zwei
mogliche Positionen auftauchen fiir den entsprechenden Punkt Ba. Wir
werden eine dieser Losungen - und ich werde dies gleich ndher erldutern
- den hier gezeichneten Winkel, arcsin(y), nennen: Eine der
Moglichkeiten ist immer durch arcsin(y) gegeben. Natiirlich, wenn ich
einmal einen Winkel habe, welcher dieser Position hier rechts
entspricht, kann ich diesen Winkel dndern, um ein Ganzes, um ein
vielfaches Ganzes von 2m, und sagen, dass ich arcsin(y) + k x 2m habe.
Dies gibt mir alle Losungen, die dieser Position hier rechts entsprechen.
Um die Position auf der linken Seite zu erhalten, muss man die
Symmetrie um den Einheitskreis verwenden. Man muss versuchen,
diesen Winkel wiederzufinden, der hier in braun dargestellt ist, was
nicht allzu schwer ist.

Notes

Summary

2.4 Equations trigonométriques simples en sinus et en cosinus
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Resolution de léquation sino =y

Proposition
e Si -1<y<1,

alors toutes les solutions sont données par

a = arcsin(y) + k27

et a=m—arcsin(y)+k2r, (keZ),

ou arcsin(y) est l'unique angle compris
entre —m/2 et w/2 dont le sinus vaut y.

() \on

arcsin y X

S ___y:_.8

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Ich beginne damit, m zu nehmen, und hier muss man erhéhen; arcsin ist
ein negativer Winkel, wenn ich also die GroBe arcsin subtrahiere,
erhalte ich genau den Winkel in braun, also wird die zweite Moglichkeit
n - arcsin(y) sein, und ich kann erneut fiir diese Position links den
Winkel um ein vielfaches Ganzes von 2 dndern, mit + k x 2n et (k €
Z). Prézisieren wir noch die Bedeutung von arcsin(y): Wir hier im
Kasten ist arcsin(y) der einzige Winkel im Sinus zwischen -1/2 und n/2,
der y ergibt. Wir werden, wenn wir iiber die Gleichung sin(a) =y
sprechen, fiir arcsin(y) eine Position nehmen, die sich auf dem
Halbkreis rechts befindet, und wir werden als moglichen Winkel einen
Winkel zwischen -m/2 und n/2 nehmen. Einen solchen Winkel gibt es
nur ein Mal, also ist arcsin(y auf einzigartige Weise bestimmt durch

diesen Kasten, hier in gelb.

Notes

Summary

Chapitre 2: Les fonctions trigonométriques sinus et cosinus et leurs inverses
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Resolution de léquation sino =y

Proposition
e Si -1<y<1,
alors toutes les solutions sont données par
a = arcsin(y) + k2w
et a=m-—arcsin(y)+k2n, (keZ),

S=UJ {arcsin(y) + k27, m—arcsin(y) + k27r} :
keZ

%

\\ /-
A

Y

(G

ECOLE POLY
FEDERALE DE

-

T, TR
ar?siny (0, 1)

X

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wir konnen also festhalten, dass die Menge aller Losungen unserer
Gleichung sin(a) = y mit y zwischen -1 und 1 also einerseits arcsin(y) +
k x 2m ist, und andererseits T - arcsin(y) + k x 2m, und wir nehmen alle
Félle in Z. Merken Sie sich, dass dieses Ergebnis giiltig bleibt, wenn ich
einen Wert von y, immer noch zwischen -1 und 1, aber diesmal positiv,
nehme, wie zum Beispiel 0,7, wo ich als ersten Winkel rechts arcsin(y
zwischen -1/2 und m/2 wiederfinde, und fiir den Winkel in braun ziehe
ich von diesem m arcsin(y) ab. Fiir diese beiden Werte, die als Grundlage
dienen kénnen, arcsin(y) und m - arcsin(y), kann ich jeden dieser Winkel
dndern, und zwar um ein vielfaches Ganzes von 2.

Notes

Summary

2.4 Equations trigonométriques simples en sinus et en cosinus
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Resolution de léquation sino =y

Proposition
e Si y=1,

alors toutes les solutions sont données par

(gl |

ECOLE POLYTECHNIQL
FEDERALE DE LAUSANNE

a:g+k27r, (keZ),

S:{g+k27r: keZ}.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Schauen wir nun, was passiert, wenn y 1 ist: Hier habe ich sin(a) = 1. In
diesem Fall habe ich nur eine einzige Position - hier in rot dargestellt -
fiir den Punkt auf dem Einheitskreis, es ist der einzige Punkt, dessen
Koordinate 1 ist. Der entsprechende Winkel ist /2 + ein Vielfaches von
n. Die Menge der Losungen ist hier durch {n/2 + k x 2n} gegeben mit (k

€ 2).

6m 43s

Notes

Summary

Chapitre 2: Les fonctions trigonométriques sinus et cosinus et leurs inverses
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Résolution de I'éguation sino. =y -

Proposition
... J— =12
e Siy>1, e
alors il n'existe aucun angle o € R qui soit
solution de cette équation, (0,1)
X

S=9g.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Schauen wir uns schlief8lich an, was passiert, wenn in dieser Gleichung
sin(a) = y y groBer als 1 ist. Dies ist hier der Fall. Ich finde keinen Punkt
mehr, deren Koordinate auf dieser gestrichelten blauen Gerade sein
wird, also ist die Menge der Losungen in diesem Fall hier leer.

Summary

7m 14s
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Définition : fonction arcsinus

La fonction arcsinus est la fonction
T T
279

qui a toute valeur y € [-1,1] donnée,

arcsin: [-1,1] —» [— ] , Yy arcsiny

[ : 1 T T
fait correspondre I'unique angle « € [—5, 5]

tel que sina=y.

L

ECOLE POLYTE
FEDERALE DE LAUSA

arcsin y

NS

X

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Geben wir nun eine genaue Definition dessen, was man unter "arcsinus"
versteht. Arcsinus ist in Wirklichkeit eine Funktion; es ist eine Funktion,
welche die Werte zwischen -1 und 1 akzeptiert. Es sind Werte von y, es
sind Koordinaten, die sich aus einem Punkt auf dem Einheitskreis
ergeben, und der Arcsinus gibt uns einen Winkel auf der rechten Seite
des Einheitskreises, einen Winkel zwischen -n/2 und m/2. Jedem
gegebenen Wert y weist man einen Wert zwischen -n/2 und n/2 zu; ist y
einmal definiert, wéhlt man den Einheitswinkel - der hier auf diesem
blauen Teil ist - um einen Punkt zu erhalten, der auf der gewiinschten
Hohe y liegt. Der Sinus von a muss also y ergeben und o muss zwischen
-1/2 und 1/2 enthalten sein.

7m 33s

Notes

Summary

Chapitre 2: Les fonctions trigonométriques sinus et cosinus et leurs inverses
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Remarques (P

Conséquence de la définition :

sin(arcsiny) =y, Vye[-1,1]
et

in(si = v - 20
arcsin(sin ) = a, ae[ 2,2]

; , o
Nous appelons un angle a un bon angle pour le sinus si € [—5, 5].

Les bons angles pour le sinus sont donc exactement les angles donnés par la
fonction arcsinus.

La relation arcsin(sin ) = av est donc vraie si et seulement si a est un bon angle
pour le sinus.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes
Wenn man ein wenig betrachtet, was dies per definitionem impliziert,

wenn ich einen Wert von y zwischen -1 und 1 nehme, wenn ich arcsinus
berechne, erhalte ich einen Winkel, dessen Sinus exakt y ergibt. Es
ergibt sich also eine Gleichheit fiir alle y zwischen -1 und 1, was nicht
allzu problematisch ist, denn wenn ich einen anderen Wert wahle, wird
arcsin(y) nicht bestimmt sein. Man kann sich also nicht wirklich in
Bezug auf diese Gleichheit irren. Die zweite Etappe ist ein bisschen
schwieriger. Ich nehme einen Winkel a: Wenn ich den Sinus berechne,
und anschliefend Arcsinus, erhalte ich keineswegs automatisch a. Dies
geschieht nur, wenn a definitiv in dem Wertbereich liegt, den wir fiir
Arcsinus genommen haben, also zwischen -m/2 und n/2. In diesem Fall
ist klar, dass ich, wenn ich einen Winkel nehme, und dann seinen Sinus
und Arcsinus, erneut o erhalte, doch nicht fiir die anderen Werte von a.
Wir kénnen sagen, dass ein Winkel a passend fiir den Sinus ist, wenn er
genau in diesem Bereich [-n/2; m/2] liegt. Die richtigen -Winkel sind
genau die, welche durch die Funktion Arcsinus wiedergegeben werden,
und die richtigen Winkel sind genau jene, fiir welche diese zweite
Gleichheit arcsin(sina) = o korrekt ist.

Summary

2.4 Equations trigonométriques simples en sinus et en cosinus 11 of 30
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Exemple 1

(gl |

ECOLE POLYTECHNIQL
FEDERALE DE LAUSANNE

Exemple - § = meshOn 2
Résolution de I'équation sina=0. .

'Tré U %ﬁ\\‘ arcgr O+ k2T ) keZ}
ez

S~ Pear |keZho (el kel
%<V ; ke, &k
ke

e §\<e'r l\qu}

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Losen wir nun die Gleichung sin(a) = 0. Wir werden uns ansehen, was
auf dem Einheitskreis passiert. Zeichnen wir. Wo werde ich fiir einen
Sinus die richtigen Winkel finden? Sie sind hier. Das sind die guten
Winkel fiir Sinus. Welcher ist der Wert, der von sin(a) eingenommen
wird? Es ist 0, es ist ein Wert y. Tragen wir diesen Wert ein; wir erhalten
also zwei mogliche Positionen: die eine ist hier, [roter Punkt] die andere
ist hier. [schwarzer Punkt] Wir konnen schreiben, dass die
Losungsmenge durch den roten Punkt hier gegeben ist, der {arcsin(0) +
k x 2n} entspricht, oder durch den in schwarz, {n - arcsin(0) + k x 2n},
mit jedes Mal (k € Z). Der arcsin(0), wie man auf dem Einheitskreis
sieht, ergibt null, also erhalte ich die Losungsmenge, die mit {k x 2m
avec (k € Z)} gegeben ist und m - arcsin(0), der O ergibt, was uns auf
das Ergebnis {m + k x 2m avec (k € Z)} bringt. Man kann dieses
Ergebnis auch in folgender Weise schreiben: [{k x 2r, m + k x 2n}] und
diese beiden Losungen fiir alle (k € Z) nehmen. Ich denke jedoch, dass
die einfachste Formulierung des Ergebnisses darin bestehen wird zu
sagen - und man erkennt es auf dem Einheitskreis - dass diese beiden
Positionen einfach durch {k x n} mit (k € Z) gegeben sind. Hier ist die
Losung dieses Problems.

Notes

Summary

Chapitre 2: Les fonctions trigonométriques sinus et cosinus et leurs inverses 12 of 30
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Exemple 2

ovesy,

koy~
™

Exemple o oLhienl

Résolution de I'équation 2sin(3a-1)=1.
R ivann
Sin (22-A)=
¥

S

ECOLE POLYTE
FEDERALE DE L

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Betrachten wir als zweites Beispiel das Problem der Losung der
Gleichung 2 x sin(3a - 1) = 1. Dies bedeutet, dass der Sinus von (3« - 1)
gleich 1/2 ist. Wenn man will, kann man diesen Winkel § nennen; wir
werden zuerst versuchen,  zu finden, und anschliefend werden wir
davon o abziehen. Wir miissen auf den Einheitskreis zuriickkommen.
Hier ist der Einheitskreis und die Achse x-y. Der Sinus von 3, wenn man
so will, betrdgt ein Halbes. Ich stelle mich hier auf der Héhe von 1/2;
[Der griine Kreisbogen stellt die guten Winkel fiir Sinus dar] die guten
Winkel fiir Sinus befinden sich zwischen -n/2 und n/2. Ich sehe sofort
die beiden moglichen Positionen erscheinen: Die eine befindet sich hier,
[roter Punkt] die andere befindet sich hier. [schwarzer Punkt] Vielleicht
miissen Sie sich in Erinnerung rufen, dass wir einen Winkel zwischen
-/2 et /2 kennen, dessen Sinus 1/2 ist, so dass der arcsin(1/2) - der
Winkel zwischen -1/2 et m/2, dessen Sinus 1/2 ist - durch /6 gegeben
ist. Dies wissen wir aufgrund der Werte, die es wert sind, behalten zu
werden, um den Sinus, Werte, die wirklich "bemerkenswert" sind. Was
erhalte ich? Fiir 3a - 1 erhalte ich zuerst /6, das ist arcsin(1/2), sowie
ein multiples Ganzes von 2.

Notes

Summary

2.4 Equations trigonométriques simples en sinus et en cosinus
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Exemple 2 B(H

O-VCSI.J—,:% = Z‘—:
Exemple O. eLkenl
Résolution de I'équation 2sin(3a—-1)=1. o
& 3o A= T= Tt R
Sar-

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Die andere Losung ist gegeben durch - man sieht es auf der Zeichnung -
n - arcsin(1/2), also {n - /6 + k x 21}, das heift, dass man hier 51/6 + k
x 2m erhédlt, immer noch mit (k € Z). Was also gefragt ist, ist es, die
Werte von o zu finden, nicht von 3« - 1, also werden wir jetzt jede
dieser Gleichungen in Bezug auf a getrennt l6sen.

14m 58s

Summary

Chapitre 2: Les fonctions trigonométriques sinus et cosinus et leurs inverses 14 of 30
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Exemple 2 (suite)

Maig
34-p= T+ k2o~
3ol = g*/‘ﬂ“\“z“’_
of= Tk y PRI oL = itk
(keZ)

ézg %\'—--f— 1-\2?;12&[}

$=fgratk3

S But= Ty kaa-

I(I’ﬂ.

YTECHNIQU
mu\ IE LA

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Beginnen wir mit der ersten Moglichkeit: Wir kénnen diese Gleichung
leicht l16sen in Bezug auf o; Hier habe ich einfach die Konstante 1 von
links nach rechts verschoben und ich kann diese Gleichung mit einem
Drittel multiplizieren, so dass ich « erhalte. Ich erhalte also fiir « n/18 +
1/3 + k x 2n/3. Wir haben eine zweite Moglichkeit. Untersuchen wir
diese: 3x - 1 = 5n/6 + k x 2m. Auf analoge Weise werden wir a = 5m/18
+ 1/3 + k x 2n/3 herausfinden; wir werden diese 5n/6 geteilt durch 3
erhalten, das -1 wird zu 1/3 und die k x 2n werden k x 2m/3. Fiir diese
beiden Berechnungen haben wir immer (k € Z). Wir konnen nun die
beiden Moglichkeiten in einer Antwort zusammenfassen, die wir
gefunden haben. Wir erhalten fiir die Losungsmenge zuerst auf der
linken Weite {n/18 + 1/3 + k x 2n/3} mit (k € Z), und fiir die zweite
Moglichkeit und die auf der rechten Seite {5m/18 + 1/3 + k x 2n/3} et (k
€ 7).

Notes

Summary

2.4 Equations trigonométriques simples en sinus et en cosinus
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Exemple

Déterminer tous les angles o € R qui satisfont le systeme

{2sin(3a—1)=1

(Gl |

ECOLE POLYTECHNIQL
FEDERALE DE LAUSANNE

a4, |, 2T
OJ: AX-Fg“}'ka

2
_ 5:1""_‘.:(..{-1«\—31—?

il
U%Z)

DEp s e 30()“‘“) QL“‘(‘@/l

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Hier ist die Losungsmenge fiir unser Problem Hier ist noch ein Beispiel,
wo wir alle Winkel bestimmen mochten, die dieses Mal ein System
erfilllen. Wir haben zuerst eine Gleichung, und wenn Sie gut
hinschauen, handelt es sich um die Gleichung von Beispiel 2; hier kenne
ich alle Werte von a. Zusétzlich geben wir eine zweite Bedingung: Wir
mochten gerne o zwischen /2 und n erhalten. Fiir die erste Gleichung
haben wir zwei Moglichkeiten gefunden: Hier ist die erste, die n/18 +
1/3 + k x 2n/3 war, und wir hatten eine zweite Moglichkeit in Form von
5m/18 + 1/3 + k x 2n/3, mit (k € Z). Fiir die zweite Gleichung oder die
zweite Bedingung, woraus sich keine Gleichung ergibt, sagen wir, dass
o zwischen m/2 und 7 enthalten sein muss. Dies bedeutet, dass wir
"filtern" miissen, dass wir also unter den sich bietenden Méglichkeiten
durch die erste Gleichung jene finden miissen, welche die zweite

Bedingung erfiillen.

Notes

Summary

Chapitre 2: Les fonctions trigonométriques sinus et cosinus et leurs inverses
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Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wir werden in zwei Etappen vorgehen. Im ersten Schritt werden wir
einfach die erste der Moglichkeiten ermitteln. Erster Fall: m/2 ist kleiner
als mein «, das hier durch n/18 + 1/3 + k x 2n/3 gegeben ist, und dieser
Winkel a muss kleiner als m sein. Wir werden nun diese Gleichung in
Bezug auf k 16sen; ich erinnere Sie daran, dass k ein Ganzes ist. Wir
werden k x 2n/3 isolieren, was zu den folgenden Ungleichheiten fiihrt:
[(4mt -3)/9 < k x 2n/3 < (17m - 6)/18] Ich habe einfach alle Elemente
addiert das -1/18 - 1/3; jetzt miissen wir k isolieren, also werde ich jeden
Term mal 3/2n multiplizieren, einer positiven Zahl, welche die
Reihenfolge der Ungleichheitsmerkmale nicht &ndert. Nach der
Multiplikation bleibt mir noch 2/3 - 1/2n < k < 17/12 - 1/2n. Ich
erinnere daran, dass k ein Ganzes ist. Hier miissen wir versuchen, uns
bei der Berechnung den Grenzen links und rechts anzundhern; wir
konnen dies gedanklich ausrechnen, indem wir mt durch 3, 3,1 oder 3,14
ersetzen, oder wir konnen auch einen Taschenrechner zu Hilfe nehmen.
Hier auf der linken Seite haben wir ungefahr 0,51 und auf der rechten
Seite etwa 1,26. Das einzige k, das zwischen 0,51 et 1,26 liegt, ist also k
= 1. Die einzige Moglichkeit ist somit k = 1 fiir den ersten Winkel.

Notes

Summary

2.4 Equations trigonométriques simples en sinus et en cosinus
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Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Betrachten wir nun die zweite Moglichkeit. Wir haben die Grenze, die
kleiner als 1/2 ist, wir haben den gegebenen Winkel a durch 5m/18 + 1/3
+ k x 2r/3, und dieser Winkel muss kleiner als n bleiben. Eine dhnliche
Berechnung wie die vorige, die es ermdglicht, den Wert von k zu
berechnen, ermdoglicht es, 1/3 - 1/2n < k < 13/12 - 1/2n zu schreiben.
Erneut erhalten wir auf der linken Seite ungefdhr 0,17 und auf der
rechten etwa 0,92 wenn wir uns also erinnern, dass k ein Ganzes sein
muss, erhalten wir jedes k, das mdglich ist. Es bleibt mir nur eine
einzige Moglichkeit, und ich kann schreiben, dass die Losungsmenge
durch... gegeben ist. Ich nehme den Winkel, welcher der erste seiner Art
war, hier /18 + 1/3 + k x 21/3, und wir haben gesagt, dass die einzige
Moglichkeit k = 1 war, und fiir die Winkel der zweiten Art, die wir hier
berechnet haben, gibt es kein moégliches k, also haben wir hier alle
Losungen; wir konnen also k durch 1 ersetzen und die einzige Losung S
erhalten, die durch {(13n + 6)/13} gegeben ist, und dies ist die Lésung
des Problems.

Notes

Summary
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Exemple 4

Exemple

Déterminer tous les angles o € R qui satisfont le systeme

sin (5 -3) = %
—§<oz<g.
=2

Done %’:avc_gilq E—(— e = %’i‘klﬂi\
o ]

b =i Btlor = Lrlerm

o - EX
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Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Schauen wir und noch ein viertes Beispiel an, der dhnlicher Art ist: Wir
wollen alle Winkel a in R bestimmen, die das System erfiillen werden,
das erste System besagt, dass der Sinus von (a/2 - 3) Wurzel von 3/2
sein muss, und wir haben eine Einschriankung in Form einer
Ungleichheit als zweite Bedingung. Wir werden auf die folgende Weise
vorgehen: Wir werden zuerst 3 festlegen, dann nehmen wir den Winkel
a/2-3 nehmen, der uns die Aufgabe zu Beginn erleichtern wird. Die
erste Gleichung schreibt sich so, dass der Sinus von B durch V3/2 auf
dem Einheitskreis gegeben ist. Auf diesem Einheitskreis habe ich hier
die guten Winkel [Kreisbogen in griin] fiir den Sinus, der V3/2 ist, wir
finden zwei mogliche Positionen wieder und wir kénnen arcsin(v3/2)
erinnern, durch den wir einen Winkel zwischen -n/2 und mn/2 kennen,
dessen Sinus V3/2 betrigt; es ist ein bemerkenswerter Winkel, er betragt
n/3. Ich werde schreiben konnen, dass ich fiir B zwei Moglichkeiten
habe: B ist durch arcsin(V3/2) + k x 2rt gegeben, dass heift durch /3 + k
x 2m, und ich habe eine zweite Maoglichkeit, dieses Mal mit n -
arcsin(V3/2) + k x 2m, so dass ich hier das 1 - /3 erhalte, also 2n/3 + k x

om, et (k € Z).

Notes

Summary
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Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wie vorhin werden wir diese beiden Félle getrennt behandeln: Beginnen
wir mit § = /3 + k x 2m; ich weil, dass  durch a/2 - 3 gegeben ist, also
kann ich o/2 berechnen, indem ich einfach 3 hinzufiige, und indem ich
das Doppelte dieses Winkels nehme. Ich werde o erhalten, also a = 6 +
2n/3 + k x 4n mit (k €2). Fiir die zweite Moglichkeit gehe ich auf
dieselbe Weise vor: Hier haben wir nicht m/3, sondern 2m/3, wir
berechnen - 21/3, also 2n/3 + k x 2m und wir gehen genau auf dieselbe
Weise vor, indem wir damit beginnen, 3 hinzuzufiigen, und dann ein
Doppeltes nehmen. Man erhélt a = 6 + 41/3 + k x 4 mit (k € Z). Hier
ist das Resultat, dass ich aus der ersten Bedingung erhalte, aus derselben
Gleichung, doch wir haben noch eine zweite Bedingung, das heift, wir
mochten gerne Winkel a erhalten, die sich zwischen -n/2 und m/2
befinden. Wir werden nun erneut in jedem der Fille analysieren, wie
man die Winkel -1/2 et /2 hier und dort erhilt, die zwischen -1/2 und

/2 liegen.

Notes

Summary
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Exemple 4 (suite et fin)

B ol= L+ Uf-} \ﬁvém\“ (4 seconda araint dowie

\__< é..,. +b‘{n E
-¢- 1T - f (-
6-7 < Rk < -C A
_%_% & ke <~%__2’Lq y ReZ
~-033 r-0.852

« By o= G+ ’-‘”f‘ ]< ‘Vn\ Ga somde %L/QAJE; donne

%c, &3

I(I’ﬂ.

VTECHNIQU

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes
Fiir die erste Moglichkeit, wo o = 6 + 21/3 + k x 41 gegeben ist, ergibt

die zweite Einschrdankung, wenn man sich zwischen -m/2 und m/2
bewegt: [-/2 < 6 + 2n/3 + k x 41t < /2] Erneut werden wir k isolieren,
also verschieben wir die 6 auf die andere Seite, das heifst, wir addieren
-6, wir addieren -n/3 aus demselben Grund und wir erhalten: [- 6 -711/6 <
k x 4t < -6 -/6] Es geniigt weiterhin, jeden Term durch die positive
Zahl 1/4nt zu multiplizieren, um die Schéatzungen fiir k zu erhalten. [-
3/2m - 7/24 < k < -3/27n - 1/29] mit einem Ganzen k. Erneut nehmen wir
einen Taschenrechner oder berechnen es im Kopf: Hier werden wir etwa
-0,77 erhalten und auf der rechten Seite -0,52, also haben wir hier kein
k. Wir haben noch eine zweite Moglichkeit und auch dort machen wir
eine dhnliche Analyse der zweiten Einschrdankung. Ich iiberlasse es
Thnen, diese Berechnungen durchzufiihren; Sie werden ein Ergebnis
erhalten, das vollkommen gleich ist, und erneut keinerlei k finden. Sie
finden sich vor einer Situation von der Art wieder, mit der wir uns
vorhin beschaftigt haben. Wenn ich zusammenfasse: Es gibt keine
Losung.

Summary
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- m )
L'éguation cos o = x -

On considere |'équation
cos(r = x,

ou x €R est une valeur donnée et ou € R est la grandeur recherchée.

On peut donc formuler notre probleme sous la forme suivante :

Donné : xeR

Recherché :  toutes les valeurs de a € R telles que
COS (¥ = X.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Bis jetzt haben wir uns mit der Gleichung beschiftigt: sin(a) = ein
gegebener Wert y. Betrachten wir, was man mit dem Cosinus auf
dhnliche Weise machen kann; Ich nehme dieses Mal cos(a) = x. Wir
nehmen an, dass x eine gegebene reelle Zahl ist, und o ist hier der
gesuchte Wert. Genauer gesagt, gibt man x auf der rechten Seite vor und
sucht alle Werte von o in R, so dass der cos(a) = x. Man sucht hier
wirklich alle Werte und nicht nur einen.

Summary
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Résolution de I'equation cos o = x

Proposition
e Si x<-1,

alors il n'existe aucun angle a € R qui soit
solution de cette équation,

S=0.

-1.3

L

ECOLE POLYTEC
FEDERALE DE LAUSAN

(0,1)

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wir koénnen hier ein vollkommen dhnliches Ergebnis formulieren, wie
das, welches wir fiir den Sinus haben. Beginnen wir damit, uns
anzuschauen, was passiert, wenn x < -1, wir miissen auf den
Einheitskreis zuriickkommen, den Kreis mit einem Radius von 1; wir
wissen, dass wir immer einen Winkel mit einer Position suchen, wir
suchen einen Winkel a mit einer Position Pa auf dem Einheitskreis; wir
wissen, dass der Cosinus durch die Abszisse dieses Punktes gegeben ist,
aber die Abszisse eines solchen Punktes kann nicht mehr als -1/2 wert
sein, also haben wir hier zum Beispiel -1,3 genommen und man sieht
sehr gut, dass man hier keinen Punkt auf dem Einheitskreis findet, also
haben wir hier keinerlei Losung fiir diese Gleichung.

Notes

Summary
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Résolution de I'equation cos o = x

Proposition

e Si -1<x«<1,

alors toutes les solutions sont données par

« = arccos(x) + k 2w

—arccos(x) + k2w, (keZ),

et «

ot arccos(x) est I'unique angle compris
entre 0 et m dont le cosinus vaut x.

S

ECOLE POLYTE
FEDERALE DE LAUSAN

arccos x

(0,1)

s
.

|V

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Dies dndert sich, sobald x -1 betrdgt. Dieses Mal ist cos(a) = -1. Auf
dem Einheitskreis habe ich genau eine Position und in dieser Position
kann man sagen, dass in jedem Fall einer der moglichen Winkel n sein
wird; natiirlich kann ich nochmals vielfache Ganze von 2n hinzufiigen.
Die Losungsmenge ist schlieflich gegeben durch - man kann n
hervorheben, 1 + 2k x n - die verschiedenen ungeraden Funktionen von
n, welche die Losung sind. Was passiert jetzt, wenn x sich zwischen -1
und 1 befindet? Ich wiirde sagen, dass dies die interessanteste Situation
ist: Wir haben hier den Einheitskreis, ich habe hier den Wert x bei -0,8,
um sich dies besser vorzustellen, und man sieht, dass man nur zwei
mogliche Positionen hat fiir den entsprechenden Punkt auf dem
Einheitskreis. Wir kénnen damit beginnen zu sagen, dass wir eine
Moglichkeit haben auf dem oberen Halbkreis - dieser Winkel o ist hier
in rot - und in diesem Fall werden wir den Arccosinus von x bestimmen,
wir werden sagen, dass dies die Losung ist, dass arccos(x) der einzige
Winkel zwischen 0 und mt ist; wir sind auf dem oberen Halbkreis mit den
Winkeln zwischen 0 und m, und hier gibt es nur eine Moglichkeit, wir
werden sie Arccosinus nennen und wir konnen natiirlich Vielfache von n
hinzufiigen, zumal wir dann auf dieselbe Position auf dem Einheitskreis
zuriickfallen, so dass wir erneut einen selben Wert fiir den Cosinus
haben.

Notes

Summary
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Résolution de I'equation cos o = x

Proposition

e Si -1<x«<1,

alors toutes les solutions sont données par

« = arccos(x) + k 2w

et a =—arccos(x) + k2w, (keZ),

ot arccos(x) est I'unique angle compris
entre 0 et m dont le cosinus vaut x.

(Gl
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Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Die zweite Moglichkeit ist durch die Symmetrie auf dem Einheitskreis
gegeben - der Winkel ist hier in braun eingezeichnet: Man sieht sofort,
dass es geniigt, - arccos(x) zu nehmen und dass die zweite Moglichkeit -
arccos(x) + k x 2m ist.

Notes

Summary
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Résolution de I'équation cos o = x I

Proposition

e Si -1<x«<1,

alors toutes les solutions sont données par

« = arccos(x) + k 2w

et a =—arccos(x) + k2w, (keZ),

S=J {arccos(x) + k2w, —arccos(x) + k 27r} :
keZ

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes
Wir konnen also eine Antwort in der Losungsmenge formulieren: Wir
nehmen arccos(x) und -arccos(x) + k x 2m in diesen beiden Féllen fiir
alle ganzen k. Diese Sichtweise behdlt ihre Giiltigkeit fiir ein positives
X, so lange es zwischen -1 und 1 liegt - hier befindet sich der Arccosinus
zwischen 0 und m - und wir haben auf effektive Weise die beiden
gezeichneten Losungen: Die rote ist der arccos, und in braun -arccos,
und man kann diese Winkel um ein vielfaches Ganzes von 2r dndern.

Summary
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Définition : fonction arccosinus

La fonction arccosinus est la fonction
arccos: [-1,1] - [0,7], x> arccosx

qui a toute valeur x € [-1, 1] donnée,
fait correspondre I'unique angle o € [0, 7]

tel que cosar = x .

I

ECOLE POLYTEC
FEDERALE DE LAUSAN

arccos x

N ) ox

________><_______

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Fiir x gleich 1 haben wir die folgende Situation auf dem Einheitskreis:
Hier haben wir nur einen Punkt, der eine Abszisse von 1 haben kann -
hier ist er - der entsprechende Winkel betrdgt 0 und ich kann Vielfache
von 7 hinzufiigen, also habe ich in diesem Fall k x 2m als
Losungsmenge. SchlieBlich, wenn x noch groBer als 1 ist, dann gibt es
keine moglichen Losungen mehr, weil in diesem Fall kein Punkt auf
dem Einheitskreis eine Abszisse von 1,2 in der Figur hat. Die
Losungsmenge ist also leer. Definieren wir auf genauere Weise, was
man unter der Funktion Arccosinus versteht; also, die Funktion
Arccosinus akzeptiert eine Zahl zwischen -1 und 1, es ist ein Cosinus,
der von einem Winkel genommen wird. Er gibt uns einen Winkel auf
dem oberen Halbkreis, mit einem Winkel zwischen 0 und m, der einen
Wert zwischen 0 undt m ergeben wird, also wird das gegebene x in einen
Arccosinus zwischen 0 und m umgewandelt, und wir werden sagen, dass
dieser Einheitswinkel zwischen 0 und m x betragt.

Notes

Summary
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Conséquence de la définition :

cos(arccosx) = x, Vxel[-1,1]

et

arccos(cos o) = a, Vacel0,r].

S

Nous appelons un angle o un bon angle pour le cosinus si a € [0,7].

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wir koénnen dhnliche Bemerkungen machen wie die, die wir fiir Sinus
gemacht haben: Wenn ich hier die erste Ubereinstimmung anschaue,
wenn ich einen Wert von x zwischen -1 und 1 nehme, wenn ich den
Arccosinus nehme, erhalte ich einen Winkel zwischen 0 und m, ich
erhalte einen Winkel genau am Cosinus Ox, also habe ich per
definitionem diese erste Ubereinstimmung, erneut ist sie einwandfrei, da
hier Arccosinus keine anderen Werte auler -1,1 akzeptiert. Die zweite
Linie ist ein bisschen problematischer, weil ich a priori in arccos(cos o)
eine beliebige reelle Zahl a wadhlen konnte, doch ich erhalte nicht
automatisch erneut o; um erneut o zu erhalten, muss es ein Winkel sein,
der sich zwischen 0 und m befindet. In diesem Fall hier ist es klar, ich
nehme den Cosinus und Arccos gibt mir einen Winkel zwischen 0 und m,
dessen Cosinus exakt gegeben ist durch diesen Wert cos(a), also wird es
auf einzigartige Weise o sein. Wir werden ein wenig den Cosinus
andern, wir werden sagen, dass der Winkel fiir den Cosinus passt, wenn
er zwischen 0 und m liegt. Ein Winkel passt fiir den Sinus, fiir den
Cosinus, aber es gibt keinen {ibereinstimmenden Begriff fiir die beiden
trigonometrischen Funktionen.

Notes

Summary
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Remarques B

Conséquence de la définition :

. cos(arccosx) = x, Vxel[-1,1]
e

arccos(cos o) = a, Vacel0,r].

Nous appelons un angle o un bon angle pour le cosinus si a € [0,7].

Les bons angles pour le cosinus sont donc exactement les angles donnés par
la fonction arccosinus.

La relation arccos(cos ) = o est donc vraie si et seulement si a est un bon angle
pour le cosinus.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

36m 33s

"Gut" fiir Cosinus bedeutet, dass der Winkel zwischen 0 und n liegt. Die
guten Winkel fiir den Cosinus sind genau die Winkel, die durch die
Funktion Arccosinus gegeben sind; Arccosinus ergibt immer per
definitionem einen Winkel, der gut fiir den Sinus ist, und wenn er
passend fiir den Sinus ist, kann man tatsdchlich diese zweite
Ubereinstimmung haben, das heifit, dass man immer den Arccos von
cos(a) = «a fiir alle o hat, die gut fiir einen Winkel sind.

Summary
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Equations trigonomeétriques simples

Ce que nous avons appris : Prochaine étape :

e la résolution des équations
trigonométriques simples en sinus
et en cosinus;

e la définition des fonctions arcsinus
et arccosinus.

I

ECOLE POLYTE
FEDERALE DE L

e le graphe des fonctions arcsinus
et arccosinus.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Fassen wir zusammen, was wir gelernt haben: Wir haben gelernt, das zu
l6sen, was man einfache trigonometrische Gleichungen in Sinus und
Cosinus nennt; wir haben gesehen, dass ihre Losungsmenge in der Tat
nicht sehr einfach ist, es ist die Gleichung, die leicht ist. Wir haben fiir
den Sinus und den Sinus jeweils separat einen Vorschlag formuliert, der
Antworten gibt beziiglich des Wertes, den wir auf der rechten Seite
haben; anschlieBend haben wir auf genaue Weise zwei Funktionen
definiert, einen Arcsinus und einen Arccosinus, was es im Kopf zu
behalten gilt, ist, dass der Arcsinus einen Winkel ergibt, dass er gut fiir
Sinus ist, also zwischen -m/2 und /2, und Arccosinus ergibt einen
Winkel, der gut fiir den Cosinus ist, das heilt, zwischen 0 et m. In der
ndachsten Etappe werden wir uns fiir den Graphen der Funktionen
Arcsinus und Arccosinus interessieren. Bis zum nachsten Mal, danke.

Notes

Summary
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