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Continuite et dérivahilité des fonctions
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8.1 Continuité des fonctions trigonomeétriques

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles
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On cherche a montrer que les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Guten Tag. Seien Sie willkommen in meinem Kurs trigonometrische,
logarithmische und Exponentialfunktionen. Heute beginnen wir in
Kapitel 8. Dies ist das letzte Kapitel das den trigonometrischen
Funktionen gewidmet ist. Das Ende des Kurses ist den logarithmischen
und Exponentialfunktionen gewidmet aber keine Sorge, diese Kapitel
werden dann viel kiirzer sein. Wir werden weit weniger sagen iiber diese
logarithmischen und Exponentialfunktionen als wir es fiir die
trigonometrischen Funktionen getan haben. Zum Abschluss dieser
Prasentation der trigonometrischen Funktionen werden wir uns fiir die
Stetigkeit und Differenzierbarkeit trigonometrischer Funktionen
interessieren. Heute werden wir die Stetigkeit analysieren und wir
werden die Differenzierbarkeit bei einem ndchsten Mal in Frage stellen.
Stellen wir uns die Frage der Stetigkeit der trigonometrischen
Funktionen. Wir beginnen mit den ersten beiden trigonometrischen
Funktionen: dem Sinus und dem Kosinus. Wir wollen zeigen, dass
sowohl der Sinus wie auch der Kosinus auf R kontinuierlich sind. Ich
erinnere Sie daran, dass die Stetigkeit eine punktueller Begriff ist: eine

Om 03s

Funktion ist stetig in einem Punkt & oder sie ist es nicht.

Notes

Summary

Chapitre 8: Continuité et dérivabilité des fonctions trigonométriques
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Continuite des fonctions trigonometrigues : introduction

(]

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

On cherche a montrer que les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.

Pour cela on montre que ces fonctions sont continues en un point donné

quelconque & de R.

On vérifie donc que

x—€

lim sinx =sin& et lim cos x = cos€.
x—€

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Und sagen, dass es in der Regel stetig ist bedeutet, dass sie an jedem der
Punkte seines Definitionsbereichs stetig ist. Wenn wir zeigen wollen,
dass die Funktionen Sinus und Cosinus stetig sind auf R, muss man
zeigen, dass diese Funktionen in jedem Punkt & von R stetig sind. Wir
werden einen beliebigen Punkt nehmen, wenn er beliebig ist, bedeutet
es, dass er giiltig sein wird fiir alle Werte von &. Die Stetigkeit in §
bedeutet Folgendes: Wir miissen dann nur die Grenze zeigen, wenn x zu
& tendiert Sinus x ergibt Sinus . Fiir den Kosinus ist es gleich, wir
werden nur die Grenze zeigen, wenn x nach § tendiert, dieses Mal
Kosinus x ergibt Kosinus . Wenn ich vielleicht hierher zuriickkomme
zur ersten Grenze, kann man sagen, dass sie die Tatsache ausdriickt,
dass der Sinus von fast & ergibt quasi den Sinus von & aber in der Tat
genauer, das bedeutet Folgendes: dies bedeutet, dass die Differenz
zwischen Sinus x und Sinus § ist genauso klein wie wir es wollen
vorausgesetzt, man zahlt dafiir folgenden Preis: das, was zu tun ist, ist x
nah genug von § zu wahlen. Wenn man sehr anspruchsvoll hinsichtlich
des Ansatzes von Sinus x zu Sinus § ist, muss man noch anspruchsvoller
sein hinsichtlich der Tatsache, dass das x in der Ndhe von § ist. Es gibt
die gleiche Einschrankung hier fiir den Kosinus.

Notes

Summary

8.1 Continuité des fonctions trigonométriques
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Continuité des fonctions trigonometriques

Considérons les fonctions sinus et
cosinus sur un voisinage de £ eR.

Si |x-¢|<m,

(A

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

P(x) = (cos x,sin x)
x=¢

~ = ; P(&) = (cos&,sin§)
§

alors la longueur de la corde définie
par les deux points P(&) et P(x)

est plus petite que la longueur de
I'arc défini par ces deux points.

1

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Um die Situation zu analysieren, muss man auf den trigonometrischen
Kreis zuriickkommen. Hier haben Sie die Koordinatenachse, Sie haben
diesen trigonometrischen Kreis, dieser Kreis mit dem Radius 1 um den
Ursprung. Wir wéhlen ein echtes &, hier und wir wiahlen einen zweiten
Wert x der nah von & ist. Fiir die Zeichenzwecke habe ich ein x
genommen, das etwas hoher ist, ich sage sogar ziemlich hoher als &. Ich
lasse Sie eine dhnliche Zeichnung fiir x etwas kleiner als § erstellen. Wir
werden etwas ndher riicken, um es abzuschliefen, in dieser Zeichnung,
x von &. Die Giiltigkeitsgrenze fiir die Zeichnung ist hier gegeben, also
die Differenz zwischen x und & darf m im absoluten Wert nicht
iberschreiten. Wenn x zu & neigt, dies ist keine Einschrankung. Hier fiir
&, betrachte ich diesen Punkt den man als P von & bezeichnet, fiir den
Winkel €. Er besitzt die Koordinaten Kosinus ¢ und Sinus &. Fiir den
Winkel x habe ich den Punkt P(x) mit den Koordinaten Kosinus x und
Sinus x. Dariiber hinaus entlang des trigonometrischen Kreises, hier,
dieser Bogen wird durch den Winkel x gegeben minus Winkel &, also
wird er durch x minus & gegeben und die Bemerkung die ich jetzt
benutzen werde in der Folge meiner Berechnungen ist, dass die Lénge
des Seils, die die beiden Punkte P(x) und P(§) verbindet kleiner ist als
der Bogen, hier in rot.

Notes

Summary

Chapitre 8: Continuité et dérivabilité des fonctions trigonométriques
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La longueur de la corde est plus petite que celle

de I'arc :

V| sinx —sin €2 + | cos x — cos €? < |x - €] .

FEDERALE DE LAUSANNE

N\ x-4

| sinx — sin |

D p(e)

cos x — cos ]

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Lassen Sie uns die Situation hier ein wenig vergrofern. Ich habe hier
den Punkt P(x), P(E), ich habe hier den Bogen, ich habe hier das Seil.

4m 22s

Summary

8.1 Continuité des fonctions trigonométriques
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Considérons les fonctions sinus et
cosinus sur un voisinage de £ eR.

Si |x-§&|<m,
alors la longueur de la corde définie
par les deux points P(&) et P(x)

est plus petite que la longueur de
I'arc défini par ces deux points.

FEDERALE DE LAUSANNE

P(x) = (cos x,sin x)
x =&

v ; P(&) = (cos&,sin&)
€ |

1

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wenn Sie sich es ein wenig ndher ansehen was sind die Werte der
Langen dieses rechtwinkligen Dreiecks, ich erlaube mir vielleicht
zuriickzugehen, hier, erinnere ich Sie daran, dass das P(§) die X-
Koordinaten hatte gegeben durch Cosinus &, fiir P(x) ist es Kosinus x,
daher hier die Differenz, es ist die Differenz Kosinus Das, was ich hier
mache, ist, dass ich absolute Werte nehme weil ich den Fall generell
behandeln mochte, ob X grofer oder kleiner ist als &.

Notes

Summary

Chapitre 8: Continuité et dérivabilité des fonctions trigonométriques
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P(x)
La longueur de la corde est plus petite que celle ? N
de l'arc : 7 N\ Jx - €]
X
c
V| sinx —sin €2 + | cosx — cos €? < |x - €. @
* P(&)

cos x — cos |

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

) Notes

Summary

8.1 Continuité des fonctions trigonométriques 7 of 33
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Continuité des fonctions trigonometriques

Considérons les fonctions sinus et
cosinus sur un voisinage de £ eR.

Si [x-¢&|<m,

(]

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

P(x) = (cos x,sin x)

My

i i P(&) = (cos&,sin§)

&

alors la longueur de la corde définie
par les deux points P(&) et P(x)

est plus petite que la longueur de
I'arc défini par ces deux points.

1!

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Auf die gleiche Weise der Sinus, ich gehe noch einmal zuriick, man
sieht sehr gut, dass wenn ich den Sinus von x minus Sinus von & nehme,
dann erhalte ich diese vertikale Distanz und ich nehme absolute Werte
um auf der richtigen Seite zu sein.

Notes

Summary

Chapitre 8: Continuité et dérivabilité des fonctions trigonométriques
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Continuiteé des fonctions trigonometriques

La longueur de la corde est plus petite que celle
de l'arc :

V| sinx —sin €2 + | cos x — cos €2 < |x - €.

On a donc

(]

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

P(x)

k' |x - €]

3

B P(€)

cos x — cos £

V| sinx —sin &2 < /| sinx —sin &2 + | cos x — cos &2 < |x — €]

= |sinx—sin§| < |x-¢£|.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Also, wenn ich den Satz des Pythagoras auf diesem rechtwinkligen
Dreieck anwende, dann habe ich die Differenz des Sinus in absoluten
Werten im Quadrat, das ist hier plus die Differenz des Kosinus in
absoluten Werten im Quadrat. Ich ziehe die Wurzel und ich erhalte das
Seil, die Ldnge des Seils und dies kann nicht weniger sein also ist es
kleiner oder gleich wie die Lange des Bogens, wir haben gesagt, dass es
x minus & war. Ich benutze absolute Werte, einfach deshalb weil ich die
Hypothese verlassen mochte, dass x groBer ist als & wie in der
vorherigen Zeichnung.. Ich kann jetzt die folgenden Beziehungen
aufschreiben: hier finden Sie die Beziehung, die wir gerade hier
entwickelt haben. Diese Wurzel, die die Summe der zwei positiven
Terme enthélt kann ich senken, indem ich eine der beiden Terme l6sche.
Also l6sche ich zum Beispiel den cos, es bleibt die Wurzel des absoluten
Werts im Quadrat von einer Differenz von Sinus. Das erleichtert es und
man erhdlt, um es abzuschliefen, nur in einem absoluten Wert, die
Differenz zwischen Sinus x und Sinus & ist kleiner oder gleich wie der
absolute Wert der Differenz x minus &. Das, was ich getan habe, indem
ich hier den Kosinus gel6scht habe, kann ich auch machen, indem ich
den Sinus 16sche.

Notes

Summary

8.1 Continuité des fonctions trigonométriques
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P(x)
La longueur de la corde est plus petite que celle ?
de l'arc : i Ix — €|
x
=
V| sinx —sin ]2 + | cosx — cos €2 < |x - £]. B
P(&)

cos x — cos £

De méme

v/| cos x — cos€[2 < /| sin x — sin ]2 + | cos x — cos €2 < |x — €]
= |cosx—cos&| <|x-¢£|.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Fertig, und hier das entsprechende Ergebnis. Man erhélt eine dhnliche
Einschdtzung, dieses Mal fiir die Differenz des Kosinus. Der Kosinus
am Ort x minus den Kosinus am Ort &. Als absoluter Wert kann er nicht
groler sein als die Differenz x minus € in absolutem Wert.

6m 34s

Summary
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Continuité des fonctions trigonometriques

(]

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

0<|sinx—siné| < |x—¢| 05)'3_’2 |sinx —sin ] S)l(i_']g x = ¢
=

0<|cosx —cosé| < [x = ¢] 0< |in’; | cos x — cos¢| < Iirrg Ix - &|
X—> X—>

lim |[sinx —siné&| =0
x—§

Iin} |cosx —cosé| =0

X—>

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Fassen wir die beiden Ergebnisse zusammen: wir haben sie hier. Fiir den
Sinus kleiner oder gleich Sinus minus &, und fiir den Kosinus, kleiner
oder gleich... die gleiche Einschdtzung. Die absoluten Werte, wie auch
immer, konnen nicht negativ sein. Man erhdlt eine Ungleichheit, eine
Kette von Ungleichheiten, eine fiir die Differenz des Sinus, die andere
fir die Differenz des Kosinus. Das, was mich interessiert ist der
Abschnitt an der Grenze, ich mochte aktuell x zu & tendieren lassen.
Hier wird dieses x zu ¢ tendierten, dieses da auch. Wenn wir dies
machen, schreibe ich hier Grenze x zu &. Ich erinnere Sie daran, dass
eine Grenze die Ungleichheiten behilt, also statt die Grenze hier des
linken Terms zu nehmen, nehme ich die Grenze des rechten Terms.
Wenn ich die Grenze nehme, ist die Konstante 0 0, also diese
Ungleichheiten, die erste Linie genauso wie die zweite Linie die beiden
Linien werden beibehalten wenn ich diese Grenze von x nach &
hinzufiige. Hier rechts haben Sie zwei Mal die gleiche Grenze und diese
Grenze hat den Wert 0. So dass der Term der Mitte genau zwischen 0
und dann einem Term, der Richtung 0 tendiert, eingeklemmt ist Also ist
der Grenzwert zweier Terme hier in der Mitte 0, was bedeutet, dass die
Grenze von Sinus x bei Sinus von § wiederkehrt.

Notes

Summary

8.1 Continuité des fonctions trigonométriques
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FEDERALE DE LAUSANNE

0<|sinx—sing| <|x—¢| . Oéll_rg|5|nx—5|n§|£)l(|g15 x = ¢
0<|cosx —cosé| < [x = ¢] 0< Iirrg |cos x — cos| < Iirr} |x - &
X—> X—>
lim |sinx—siné&| =0 lim sinx =sin¢
= e = Gl
lim |cosx —cos&| =0 lim cosx = cos¢.
x—§ x—§

Les fonctions sinus et cosinus sont donc continues en &, (£ €R); elles sont
continues sur R.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes
Und die Grenze von Kosinus x ist genau der Kosinus von &. In anderen

Termen sind der Sinus und der Kosinus in & stetig, und & war ein
beliebiger Wert, also kann man sagen, dass diese Funktionen stetig sind
auf der reellen Geraden und ich mochte dies in einem Vorschlag
formulieren, indem ich sage dass der Sinus und der Kosinus stetig sind
zu R.

Summary

Chapitre 8: Continuité et dérivabilité des fonctions trigonométriques 12 of 33
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Proposition
Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Diese Funktionen sind in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs stetig.

Summary

8m 39s
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Le quotient de deux fonctions continues est continu sur son domaine de
définition. On en déduit donc le résultat suivant.
Proposition

Les fonctions tangente et cotangente sont continues en tout point de leur
domaine de définition :

Iing tanx = tan¢, (£ € Diapn) et
X—

Iirrz cotx = coté, (€ € Deot).
X—>

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes
Wir wissen, dass der Quotient der beiden stetigen Funktionen in seinem

Definitionsbereich stetig ist. Wir folgern sofort daraus, dass die
Tangente der Quotient von Sinus durch Kosinus ist, und Kotangens, ist
der Quotient aus Kosinus zu Sinus, diese beiden Funktionen sind in
ihrem Definitionsbereich stetig. Das heif3t, dass ich schreiben kann, dass
die Grenze der Tangente x, wenn x nach § tendiert, die Tangente §
ergibt. Und das ist fiir alle & im Definitionsbereich der Tangente giiltig.
Auf gleiche Weise kann ich schreiben, dass die Grenze des Kotangens x,
wenn x nach & tendiert, Kotangens § ist. Und dieses Mal ist es fiir alle &

im Definitionsbereich der Kotangensfunktion giiltig.

Summary

8m 45s
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Exemple
Calculer la limite suivante :
sin’ x
x—»0 1—cosx

(]

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Fithren wir das, was wir gelernt haben, an einem Beispiel durch, das
daraus besteht, eine Grenze zu berechnen, die Grenze, die wir
betrachten ist eine Grenze fiir x gegen 0 eines Quotienten. Im Zahler
haben wir ein Sinus von x zum Quadrat, und im Nenner haben wir 1
minus Kosinus x.

9m 29s

Notes

Summary

8.1 Continuité des fonctions trigonométriques
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Exemple : solution
Colodows (o Dimidy + Qo 3%

X200 f-epx
/D CL\ A&anﬂ[ r\a/,squs» de -
& DaLW\ &LZX

L O X=>o L Sale)

b Cgﬁlx)%,ﬂ_;% gox - L @ex =

K~26

(gl |

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

(sik o}zz 0= 0O

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Berechnen wir den Grenzwert. Ich erinnere Sie daran, dies ist die
Grenze fiir x gegen 0. Im Zahler haben wir Sinus Quadrat x, im Nenner
haben wir 1 minus Kosinus x. Dieses Problem ist ein schwieriges
Problem. Warum? Analysieren wir die Schwierigkeit in einer ersten
Etappe. Man muss zuerst verstehen, warum dieses vorliegende Problem
eine Schwierigkeit ist. Nun, wenn ich die Grenze im Zahler berechne,
weil Sie in der Tat sehen, wenn ich eine Grenze eines Quotienten habe,
kann ich die Grenzen des Zihlers und Nenners einzeln nehmen.
Schauen wir, was passiert, wenn ich die Grenze des Zdhlers nehme, das
ist der Sinus Quadrat von x. Wenn Sie wollen, expliziter, bedeutet es,
dass ich Sinus von x im Quadrat nehme. Das ist Sinus x mal Sinus x. In
einem Produkt kann man Grenzen Faktor fiir Faktor nehmen, also
erhalte ich den Sinus von x mal die Grenze, fiir x gegen 0, Sinus von X.
Der Sinus ist stetig. die erste Grenze gibt mir Sinus von 0 mal...und die
zweite Grenze gibt mir die gleiche Sache. Also, es ist der Sinus von 0
im Quadrat. Der Sinus von 0 ist 0, also erhalte ich 0 im Zahler. Das ist
tiberhaupt nicht schlimm, das ist keine Schwierigkeit. Das Problem
erscheint, wenn man mit der Grenze des Nenners zu rechnen beginnt.

Notes

Summary

Chapitre 8: Continuité et dérivabilité des fonctions trigonométriques
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Exemple : solution
Calelova ﬂ_c\ Obwj@ o Qim ik

X200 p-emx
!D CL\ A&WL&QM ra/squs« de
o bl = L [gﬁﬂ“)%’*t% grx -

K O X6 =0

o w0

i @ux =

K~26

I CPFL

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

(5 o)== O

.M[A—m = bin A=Lln wx a An@O=A-An O
=

0

\hA@fLUWa)\Mq CLL.. LU/{ZZQ ”%

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Fiir den Nenner muss ich die Grenze fiir x gegen O berechnen, von 1
minus Kosinus x. Ich erinnere Sie daran, dass man eine Grenze
berechnen kann...die Grenze ist eine Summe, eine Differenz und kann
berechnet werden durch die Summe beziehungsweise die Differenz der
Grenzen. Also nehme ich die Grenze der Konstanten 1 und die Grenze
des Kosinus x. Die Konstante 1 stabilisert bei 1 daraus ergibt sich kein
Problem, die Zweite...der Kosinus ist stetig, also ist die Grenze fiir x
gegen 0 des Kosinus x der Kosinus 0. Aber hier, der Kosinus 0 ist 1, so
dass wie im Nenner ich auch O erhalte. Also kann ich daraus schlieRen,
dass ich eine Unbestimmtheit habe. Die Unbestimmtheit ist der Typ O
auf 0.

Notes

Summary

8.1 Continuité des fonctions trigonométriques
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i) Nems Mlons aerlG{&y QA @“‘Ck"“ el Par ii_cf:i

r 'l
Squx B X A+ cpnx
A= cox  A-anx A+ “ox

% (A4 cox)

A~ cotx

| <

(P

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Um die Unbestimmtheit aufzulésen, werde ich eine Amplifikation
benutzen. Wir werden mit wie viel erweitern? Wir werden mit der
Summe 1 plus Kosinus x erweitern. Eine Grole, die gut geeignet ist,
weil diese Menge sicherlich nicht Null ist. In jedem Fall, so lange wie x
ausreichend nahe an 0 ist. Sie kénnen nachdenken, so lange x zwischen
-t und +m liegt, kann der Kosinus x nicht -1 werden, und wenn x gegen
0 tendiert, ist diese Amplifikation eine Amplifikation eines Terms, der
nicht Null ist. Was erhalte ich, wenn ich erweitere? Ich habe diesen
Sinus Quadrat von x auf 1 minus Kosinus x und ich erweitere. Ich
erinnere Sie daran, dass die Erweiterung einfach eine Multiplikation mit
1 ist. Eine 1 die ich unter der Form 1 plus Kosinus x schreibe auf 1 plus
Kosinus x. Wir fiihren aus: im Zahler habe ich den Sinus Quadrat von x,
den ich mit 1 plus cos x multipliziere. Im Nenner habe ich ein Produkt
des Typs A minus B mal A plus B. Also erhalte ich A Quadrat minus B
Quadrat, die 1 im Quadrat ergibt 1 minus Kosinus Quadrat von x. Hier
vielleicht versteht man, warum ich die Amplifikation benutze mit 1 plus
Kosinus x. Das war die Amplifikation, die es ermdglicht, im Nenner die
Differenz von 1 minus cos Quadrat erscheinen zu lassen, die in der Tat
Sinus Quadrat ist.

Notes

Summary
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Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Also habe ich Sinus Quadrat von x, das ich mit 1 plus Kosinus x
multipliziere, auf hier Sinus Quadrat von x. Und da, durch
Amplifikation, habe ich einfach 1 + Kosinus x. Beachten Sie, dass x
gegen 0 ohne Null zu sein tendiert. das heilst, dass wir hier mit diesem
Term nicht Null erweitern konnen das ist kein Problem. Also, wenn ich
sage... Was passiert mit der Grenze x gegen 0 von Sinus Quadrat x auf 1
minus Kosinus x, das eine Grenze des Typs 0 auf 0 ist? Ich kann dieses
Problem durch die Grenze x gegen 0 ersetzen mit 1 plus Kosinus x. Ich
bestimme diese Grenzen Term fiir Term. Ich habe die Grenze des ersten
Terms plus die Grenze des zweiten Terms. Die Grenze von 1 ergibt 1.
Die Grenze des zweiten Terms, das ist die Grenze von x gegen 0 von
Kosinus x, der Kosinus ist stetig, also diese Grenze ist gegeben durch
Kosinus 0 und Kosinus 0, ergibt 1, so dass ich als finales Ergebnis
Antwort 2 erhalte.

Notes

Summary
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Continuité des fonctions réciproques

Ll

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

La fonction réciproque d'une fonction continue est continue sur son domaine de

définition. On en déduit donc le résultat suivant.

Proposition

Les fonctions

arcsin @ [-1,1] = [-F,5], x> arcsinx
arccos : [-1,1] - [0,7], x+~ arccosx
arctan : R - ]-%, %[, x> arctanx
arccot : R - ]0,7n[, x> arccotx

sont continues.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Lassen Sie uns jetzt ein weiteres bekanntes Ergebnis zu den stetigen
Funktionen aufrufen. Es ist bekannt, dass die inverse Funktion einer
stetigen Funktion in seinem Definitionsbereich stetig ist Fiir die
Funktionen  Arkussinus, Arcuskosinus Arcustangens und
Arkuscotangens, bedeutet dies, dass diese Funktionen immer stetig sind.
Ich erinnere Sie, dass der Arkussinus eine Zahl zwischen -1 und 1
liegend akzeptiert, genauso wie der Arcuskosinus. Der Arkussinus ergibt
einen guten Winkel fiir Sinus zwischen -n/2 und m/2, der Arkuskosinus
einen guten Winkel fiir den Kosinus zwischen 0 und m, der
Arkustangens und der Arkuscotangens akzeptieren egal welche Zahl
und der Arkustangens ergibt einen guten Winkel fiir die Tangente das
heiflt, ein Winkel strikt zwischen -m/2 und strikt n/2, wéhrend der
Arkuscotangens einen guten Winkel fiir Cotangens ergibt, das heif3t ein
Winkel einschliefllich strikt zwischen 0 und .

Notes

Summary

Chapitre 8: Continuité et dérivabilité des fonctions trigonométriques

20 of 33



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_hm1wc9ej?st=950

16m 45s

Limites particuliéres : introduction

Nous avons montré précédemment |'inégalité suivante :

sinx —sin§

X=¢

En £=0, onadonc

sin x
_1 .y ——

IA
|

(0<|x|<7).

X

<1, (|x-&l<sm, x+&).

(]

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Nun zuriick zur Ungleichheit, die wir friiher gezeigt haben und wir
werden sie nutzen, um einige besondere Grenzen einzufiihren. Man
muss nur wenige Grenzen rund um sin und cos kennen, um die
Differenzierbarkeit dieser Funktionen zu analysieren. Fiir heute werde
ich diese Grenzen nochmal vorbereiten. Hier wird diese Ungleichung in
einer etwas anderen Form geschrieben, wir haben sie unter der Form
entwickelt der absolute Wert der Differenz Sinus x minus Sinus & ist
kleiner bis gleich wie der absolute Wert von x minus &. Wir haben sie
geteilt durch die positive Zahl x minus & und wir bekommen dann den
absoluten Wert eines Quotienten kleiner oder gleich 1. Ich erinnere Sie
daran, dass x minus & kleiner sein musste als m und x ist unterschiedlich
zu &, sonst kann ich hier nicht dividieren durch x minus & Wir werden
einen spezifischen Wert von § nehmen, wir werden sie nach der Art
widhlen, von der ich sage, dass sie intelligent ist: wir nehmen § ist gleich
0. Der Vorteil hierbei ist, dass wir im Nenner nur x haben und im Zé&hler
verschwindet auch der Sinus von 0. Es bleibt eine Sinus x auf x und
wenn ich die absoluten Werte vergesse, bedeutet es, dass Sinus x auf x
immer zwischen -1 und 1 liegen wird.

Notes

Summary

8.1 Continuité des fonctions trigonométriques
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Limites particuliéres : introduction

Nous avons montré précédemment |'inégalité suivante :

sinx —sin&

x=§

En £=0, onadonc

-1<

On va s'intéresser a la limite de ce quotient lorsque x tend vers 0.

- y . ' . . 0
Observons qu'il s'agit d'une limite de type 3.

<1, (Ix-¢&<m, x+&).

<1, (0<|x|<m).

(A

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Und ich werde mich dafiir interessieren, was passiert, wenn x sich 0
anndhert. Man sieht gut, dass x nicht Null sein kann, ohne dass ich
durch 0 dividiere, aber wir werden uns dafiir interessieren, was passiert,
wenn x gegen 0 geht. Beachten Sie hierbei, dass wir eine
Unbestimmtheit des Typs 0 auf 0 haben. Der Nenner geht gegen 0 und
der Zahler... Der Sinus ist stetig, also, wenn x gegen 0 geht, geht Sinus x
gegen Sinus 0, was auch Null ist.

Notes

Summary
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Nous allons montrer que

|

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

. sinx
lim — =1.
x—0 X
, sin x . :
Remarquons que la fonction f: R~ {0}, x~ —— est une fonction paire :
X
sin(-x) —sinx sinx

f{—x) =

—X 5

= £(x).

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Also haben wir etwas des Typs O auf 0 und wir versuchen, diese
Unbestimmtheit durch eine Berechnung aufzuheben, die uns zeigen
wird, was die Grenze macht, wenn x gegen 0 tendiert von Sinus x auf x
ist 1. Um zu zeigen, dass diese Grenze wirklich 1 ist, werden wir zum
ersten Mal bemerken, wenn Sie sich die Funktion hier ansehen, von der
wir die Grenze nehmen, diese Funktion sin (x/x), dies ist eine Funktion,
die fiir jeden Wert von x, auller fiir 0, definiert ist. Sie wird jeden Wert
umwandeln der nicht Null in einem realen Wert ist, hier fehlt der Pfeil,
also f geht gegen die reelle Zahlen, transformiert x in Sinus x auf x und
ist eine gerade Funktion. Sie ist gerade, dies bedeutet, dass, wenn ich x
durch -x ersetze, bewegt sich nichts. Lassen Sie uns die Rechnung
machen, schauen wir, welchen Wert die Funktion f am Ort -x hat, das
heildt ich ersetze hier das x durch -x und dort auch. Dann habe ich den
Sinus von -x auf -x. Ich erinnere Sie daran, dass der Sinus eine ungerade
Funktion ist, das heif3t, dass der Sinus von -x minus Sinus x ergibt, was
ermoglicht, diese Fraktion unter der Form -Sinus x auf -x zu schreiben.
Die beiden Minus vereinfachen, es bleibt Sinus x auf x, was schlieflich
f von x ist.

Notes

Summary

8.1 Continuité des fonctions trigonométriques
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Nous allons montrer que

L
x—0 X
: sin x : .
Remarquons que la fonction f: R~ {0}, x~ —— est une fonction paire :
X
F(=x) = sin(—x) _Zsinx _sinx F(x). (x £0).

—~X —%

Le graphe de f étant symétrique par rapport a I'axe des y, il suffit de montrer
que

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Das gilt fiir alle Werte von X, mit Ausnahme von x gleich 0 wo nichts
definiert ist. Also diese Funktion ist toll und gerade und die Folge davon
ist, dass ich in der Tat nur zeigen muss, dass diese Grenze hier
eingerahmt ist, ich muss nur zeigen, dass die Grenze von Sinus x auf x,
wenn x gegen 0 von rechts geht 1 ergibt, weil die Grenze die gleiche
durch die Symmetrie sein wird.

19m 35s
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L'aire du secteur circulaire est égale a

X X
—.r-12==,

2T 2
Pour tout x € |0, 5[, on majore et on
minore |'aire de ce secteur circulaire de

la facon suivante :

(]

ECOLE POLYTECHNIQUE
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IN
I\

N | X

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Um jetzt diese Grenze x gegen 0 von der rechten Seite zu bestimmen,
werden wir uns in den trigonometrischen Kreis paltzieren, ich habe nur
ein Viertel von diesem trigonometrischen Kreis gezeichnet weil x in der
Tat x gegen O auf der rechten Seite geht, und x dann positiv sein wird,
aber gegen 0 geht. Der erste Quadrant reicht mir vollig. Ich interessiere
mich nun fiir den Bereich dieses Sektors, der hier in grau ist. Der Radius
ist 1, der Winkel hier ist x, der Bereich des Vollkreises wire gegeben
durch m r Quadrat, also m mal 1 im Quadrat und da ich keinen Winkel
von 21 habe, nehme ich nur den Winkel von x, hier habe ich durch den
Anteil ein x dividiert durch 2. Die 1t vereinfachen es und was bleibt, ist
x/2. Der Bereich dieses Sektors wird durch x/2 gegeben. Wir erhthen
und erniedrigen diesen Bereich. Wir werden es unter der Annahme tun,
dass x zwischen 0 und m/2 liegt, also auf dem ersten Quadranten. Noch
einmal, x geht gegen 0, also die Tatsache, dass wir uns nach oben an n/2
begrenzen, ist durchaus akzeptabel. Wie?

19m 58s

Notes

Summary
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1 . . X < 1 "
—-sinx-cosx < — < —-tanx
2 2 2 /
. sin x %
<= Sinx-cosx < X < c
COS X o @
c +
‘B
X
COS X 1

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Lassen Sie uns zuerst erhohen, wir sehen hier gut, dass ich ein Dreieck
genommen habe, das einen groeren Bereich besitzt. Wenn ich die Basis
mal die Hohe geteilt durch 2 berechne, bleibt 1 mal Tangente x/2, also
Tangente x/2. Ich kann auch durch ein rechtwinkliges Dreieck
herabsetzen. Dieses Dreieck in rot hat hier eine Seite Kosinus x und
Sinus x, beide sind positiv, das x befindet sich im ersten Quadranten.
Also werde ich die Halfte des Produkts 1/2 Sinus mal Kosinus x haben.
Das ist eine Beziehung, die ich einfach erhalte, indem ich 3 Bereiche
beobachte. Von dieser Beziehung habe ich sie hier wieder geschrieben,
von dieser Beziehung erhalten wir den Quotienten, der uns interessiert,
das heifft 1 Sinus x auf x. Wir werden wie folgt vorgehen: ich sehe hier
1/2, 1/2, 1/2. Wir konnen eine Ungleichheit durch einen positiven Term,
hier die 2 multiplizieren, also auf dquivalente Weise kann ich sagen,
dass der Sinus x mal den Kosinus x kleiner oder gleich x, kleiner oder
gleich... ist und Tangente x, ich schreibe es Sinus auf Kosinus. Ich sehe
jetzt auf der linken Seite ein Sinus erscheinen und auf der rechten Seite
auch ein Sinus. Ein Sinus x, das positiv ist, ich erinnere Sie daran, dass

21m 15s

x zwischen 0 und 1/2 liegt.

Summary
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1 . < X : 1 "
—-SINX-COSX < — < —-tanx
2 2 o /
_ sin x S
= SINX-COSX < X < -
COS X X @
£ +
X 1 S
= cosx < —— <
In x X
. “os COS X 1
sin x 1
= cosx £ —— < A
X COS X

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Ich kann durch den Term Sinus x dividieren. Was bleibt, ist auf der
linken Seite 1 Kosinus x, das Sinus...ich habe durch Sinus x hier den
Quotienten x auf Sinus x dividiert und schliefSlich den Quotienten 1 auf
Kosinus x. Wir sind relativ nahe am Ziel, in der Tat wollen wir die
Grenze berechnen nicht von x auf Sinus x, sondern von Sinus x auf x.
Das, was wir tun werden, wir werden einfach den Kehrwert von jedem
dieser Terme nehmen. Ich erinnere Sie daran, dass diese 3 Terme positiv
sind, der Kosinus x ist positiv, das x auf Sinus x ist positiv und die 1 auf
Kosinus x ist positiv. Ich erinnere Sie daran, dass das x zwischen 0 und
/2 liegt. Wenn ich drei klassifizierte Zahlen so aufgefiihrt habe, wenn
ich den Umkehrwert nehme, also die Funktion 1 auf x, bedeutet es, dass
sich die Ordnung der 3 Terme dndert. Das heif3t, dass die 1 auf Kosinus
x die ich links erhalte der groRere Term sein wird. Hier nehme ich Sinus
x auf x und die 1 auf 1 auf Kosinus x, wird Kosinus x in der Tat der
kleinere Term, also kann man auch diese Ungleichheiten dort schreiben.

Notes

Summary
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A partir de
sin x 1
cosx < < , (0<x<3)
X CoS X

et sachant que

: ) 1

im cosx=cosO=1 et [im = =

x—0* x->0* cosx cos0

le théoreme du gendarme nous permet de conclure que

Ll
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Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wenn wir diese Ungleichheiten haben, giiltig fiir x zwischen 0 und m/2,
dann kann leicht geschlossen werden. Warum? Der Term links, Kosinus
X ist stetig, also wenn x gegen 0 geht von der rechten Seite, fiir Kosinus
x erhalte ich Kosinus 0. Ich erhalten den gleichen Wert, als wenn x
gegen 0 kurz gesagt gehen wiirde, und der Kosinus von 0 den Wert 1
hitte, also links, die Grenze 1 ist. Auf der rechten Seite habe ich 1 auf
Kosinus x also seine Grenze, wenn x gegen 0 geht, ist... dann nehme ich
die Grenzen getrennt im Zahler und im Nenner. Im Zahler wird mir dies
1 ergeben Im Nenner erhalte ich Kosinus 0 das auch 1 ergibt und der
Quotient 1 auf 1 ergibt 1, das heilt, das der rechte Term gegen 1 geht,
der linke Term gegen 1 geht so dass der Sinus x auf x sich zwischen 2
GroRen befindet, die den gleichen Wert einnehmen, wenn x gegen 0
geht und der Sinus x auf x dann diesen gemeinsamen Wert einnimmt,
der 1 ist.

Notes

Summary
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Proposition
. sinx
On a lim —=1.
x—0 X
) sin x . , S
La fonction f: R~ {0}, xw~ —— peut donc étre prolongée par continuité :
X
y
: 1
Sin X i
— s x#0
X = X
1 & %=l S \_/'fx
-27 - w 27

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

So kénnen wir einen Vorschlag machen wie folgt: die Grenze, wenn x
gegen 0 geht, von Sinus x auf x ist gleich 1. Das heilt, wenn ich die
Funktion nehme, die x in Sinus x auf x transformiert, eine Funktion, die
fiir alle x aufler fiir O definiert ist, dann ist es eine Funktion die von R
ohne 0... leider fehlt hier wieder einmal der Pfeil nach R, also, wenn ich
die Funktion f nehme, kann sie durch die Stetigkeit verlangert werden.
Das bedeutet, dass die Verlangerung dadurch gegeben ist solange x nicht
Null ist, ich nehme den alten Wert, Sinus x auf x, und wenn x den Wert
0 annimmt, habe ich 1 Hier finden Sie in rot die Kurve der Startfunktion
f, also Sinus x auf x, und wir sehen sehr gut, fiir x gleich 0, ist diese
Funktion nicht definiert. Dagegen wenn ich mich der O anndhere,
stabilisiert sich dieses Sinus x auf x an der Hohe 1 und wenn ich die
Verldangerung durch 1 nehme, dann erhalte ich eine verldngerte
Funktion. Schauen Sie, wir werden in der Lage sein, dieses Loch durch
den Wert 1 zu fiillen wenn x Owert ist und man erhdlt dann eine
Funktion, die iiberall stetig ist auf der reellen Achse.

Summary
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Proposition

o osin(wt
Pour tout w+0, ona |Im¥:1.

t—=0 wt

Pour w=m, on note sinc normalisée la fonction

sin(7 t)

sinc: R=R, t~ Tt 5 %0

1 si t=0. —

(]

ECOLE POLYTECHNIQUE
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Cette fonction est continue sur R.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wir kénnen das Ganze auch ein wenig allgemeiner formulieren: wenn
Sie den Quotienten von Sinus o t auf ® t mit w als Konstante nicht Null
nehmen, und Sie sagen, dass t gegen 0 geht, werden Sie diese Grenze
von 1 erhalten. Warum? Einfach... o t ist das x, also haben Sie Sinus x
auf x und wenn t gegen 0 geht, das w t, das das x ist und auch gegen 0
geht. Wir erhalten diese gleiche Grenze. In den Anwendungen finden
wir sehr oft diese Funktion Sinus o t auf o t, wir finden sie besonders
hdufig mit o gleich m und dann sprechen wir von der normalisierten
sinc-Funktion. Diese normalisierte sinc-Funktion nimmt, wenn t nicht
Null ist, den Wert Sinus 7 t auf 7 t und sie nimmt den Wert von 1 ein,
wenn t Null ist. Hier haben Sie die Kurve. Es ist eine stetige Funktion
auf der ganzen reellen Achse. Beachten Sie, dass die Wahl von o gleich
1t interessant ist, weil wenn Sie schauen, wo die sinc-Funktion
verschwindet, dann sieht man sehr gut, dass beispielsweise t den Wert 1
hier einnehmen muss. Sie haben Sinus m auf m, Sinus n verschwindet
oder am Punkt -1, Sinus von -m, das auf -m verschwindet. Also findet
man hier die 0 am Punkt +oder -1 und den Wert von 1 bis 0.

Notes

Summary
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Proposition
On a
. tanx
lim =]
x—0 X
et
. 1-cosx
lim —=1.
x—0 Pl
2

(]
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Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wir konnen jetzt noch das Feld der besonderen Grenzen ausweiten.
Grundsatzlich ist dies die Grenze Sinus x auf x fiir x gegen 0, aber sie
hat auch Konsequenzen. Zum Beispiel kann ich, wenn Sie wollen, in
dieser Grenze Sinus x auf x, den Sinus durch Tangente ersetzen und die
Grenze andert sich nicht. Es bleibt also fiir x gegen 0: Tangente x auf x
ist 1. Warum? Es ist leicht zu sehen. Es reicht, die Tangente x auf x zu
nehmen, diese Tangente durch den Quotienten Sinus auf Kosinus zu
ersetzen. Ich habe es hier ein wenig gekonnt gemacht, so haben Sie hier
den Sinus auf Kosinus der der Tangente korrespondiert, Sie haben hier
die Teilung durch x. Ich habe den Term Sinus x auf x regruppiert und es
bleibt nun davor ein Term 1 auf Kosinus x. Die Grenze der Produkte,
das ist das Produkt der Grenzen, also werde ich die Grenze von 1 auf
Kosinus x mal die Grenze von Sinus x auf x nehmen. Die zweite Grenze
haben wir analysiert, sie ist 1, sie ist das Vielfache von 0 auf 0, aber sie
ist 1. Die erste, durch die Stetigkeit, diese ergibt 1 auf der Grenze von
Kosinus x, die Kosinus O ist, also die 1 ist, 1 auf 1. Also bleibt 1 auf 1
mal 1 und das ergibt gut und gern 1. Zweite bekannte Grenze, dhnlich.

27m 18s
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Proposition
On a
. 1-cosx
lim >
) tan x x—0 X2
lim =] 2
x—0 X
et
. 1-cosx
lim —=].
x—0 X
2

x—=0

l[im

x—=0

|
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2 (1 - cos? x)

x2(1+ cosx)

2 _ sin’x
— . |im 2
l1+cosx x»0 x

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wenn Sie die Grenze von 1 minus Kosinus x auf x Quadrat/2 nehmen,
dann finden Sie auch die 1. Beachten Sie, dass die beiden Grenzen hier
die Grenzen sind, die qualifiziert werden miissen als Typ O auf 0. Hier
haben Sie Tangente 0 auf 0, also 0 auf 0, hier werden Sie 1 minus cos 0
also 0 auf O erneut haben. Erneut kann man diese Unbestimmtheit
erkennen und man kann ein Ergebnis erhalten. Der benutzte Trick hier
sollte Sie nicht einem Term 1 minus Kosinus x begegnet, der uns storte,
weil er verschwindet und wir haben die Fraktion erweitert durch 1 plus
cos x. Wir machen das Gleiche ein zweites Mal: wir werden diese 2 im
Zahler platzieren, das x Quadrat ist da, der Verstdrker 1 plus cos x ist da
und im Zahler, gibt es mir ein 1 minus cos Quadrat, eine 1 minus cos
Quadrat, das ich sofort wiedererkenne als ein Sinus Quadrat. Es bleibt
mir also auf der einen Seite die 2 auf 1 plus cos x, auf der anderen Seite
das Sinus Quadrat von x auf x Quadrat, das da ist. Schauen wir, was
passiert, Ich nehme die Grenzen getrennt. Hier habe ich 2/(1+cos0), das
auch 1 ergibt, also diese Grenze ergibt 1. Hier beachten Sie, dass ich
einfach Sinus x auf x habe mal Sinus x auf x und jede dieser zwei
Fraktionen geht gegen 1, also da tendiere ich gegen 1 im Quadrat, also
geht das Ganze gegen 1.

Notes

Summary
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Chapitre 8: Continuité et dérivabilité des fonctions trigonométriques

32 of 33



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_hm1wc9ej?st=1715

Continuiteé des fonctions trigonometriques

Ce que nous avons appris :

e |a continuité des fonctions

Prochaine étape :

(A

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

trigonométriques ; e la dérivée des fonctions

e quelques limites remarquables.

trigonométriques.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Das ist das, was ich Thnen heute prédsentiert habe: Wir sprachen iiber die
Stetigkeit von trigonometrischen Funktionen. Das Ergebnis ist einfach:
sie sind alle tiberall stetig in ihrem Definitionsbereich. Wir haben
dagegen einige bemerkenswerte Einschrankungen festgestellt, Grenzen,
die vom Typ 0 auf 0 waren. Die wichtigste war die Grenze von Sinus x
auf x, wenn x gegen 0 tendiert. Das ndchste Mal werden wir uns fiir eine
Eigenschaft interessieren, die stdrker ist als die, stetig zu sein, wir
werden uns genau mit der Differenzierbarkeit von Funktionen
beschéftigen. Wir werden uns die Frage stellen zur Tatsache: hat der
Sinus a ein Derivat? Und wenn ja, wie kann man das Derivat dieses
Sinus, berechnen. Wir werden diese Fragen zu allen trigonometrischen
Funktionen beantworten. Vielen Dank, dass Sie mich verfolgt haben und
bis zum néchsten Mal.

Notes

Summary

30m 10s

8.1 Continuité des fonctions trigonométriques

33 of 33



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_hm1wc9ej?st=1810

	autotextfield1: 
	autotextfield2: 
	autotextfield3: 
	autotextfield4: 
	autotextfield5: 
	autotextfield6: 
	autotextfield7: 
	autotextfield8: 
	autotextfield9: 
	autotextfield10: 
	autotextfield11: 
	autotextfield12: 
	autotextfield13: 
	autotextfield14: 
	autotextfield15: 
	autotextfield16: 
	autotextfield17: 
	autotextfield18: 
	autotextfield19: 
	autotextfield20: 
	autotextfield21: 
	autotextfield22: 
	autotextfield23: 
	autotextfield24: 
	autotextfield25: 
	autotextfield26: 
	autotextfield27: 
	autotextfield28: 
	autotextfield29: 
	autotextfield30: 
	autotextfield31: 
	autotextfield32: 
	autotextfield33: 
	autotextfield34: 
	autotextfield35: 
	autotextfield36: 
	autotextfield37: 
	autotextfield38: 
	autotextfield39: 
	autotextfield40: 
	autotextfield41: 
	autotextfield42: 
	autotextfield43: 
	autotextfield44: 
	autotextfield45: 
	autotextfield46: 
	autotextfield47: 
	autotextfield48: 
	autotextfield49: 
	autotextfield50: 
	autotextfield51: 
	autotextfield52: 
	autotextfield53: 
	autotextfield54: 
	autotextfield55: 
	autotextfield56: 
	autotextfield57: 
	autotextfield58: 
	autotextfield59: 
	autotextfield60: 
	autotextfield61: 
	autotextfield62: 
	autotextfield63: 
	autotextfield64: 


