
Sinus
Winkel

Alpha

π

C
o
s
i
n
u
s

Wert

Kosinus

Funktion

minus
mal

heißtAbleitung

Tangens

Null

α

erhalten

erhalte Punkt

Quadratgegeben

log

nehme Gleichung

bleibt

sagen

sehen

Pi

x
iB
e
t
a

Tangente

ergibt

2π

Werte

Differenz

p
h
i

p
o
s
i
t
i
v

S
t
e
i
g
u
n
gco

z
w
e
i

G
r
a
p
h
e
n

Wurzel

geteilt

Definitionsbereich

n
e
g
a
t
i
v

g
e
h
tln

S
u
m
m
e

B
e
i
s
p
i
e
l

schreiben

e
r
n
e
u
t

Seite

g
l
e
i
c
h
e

bedeutet

finden

Term

sin

K
o
t
a
n
g
e
n
s

e
r
h
ä
l
t

g
i
b
t

Fall

sieht

Grenze

tan

E
r
g
e
b
n
i
s

V
o
r
z
e
i
c
h
e
n

e
r
s
t
e
n

P
u
n
k
t
 
x
ierste

Zähler

Achse

Winkel Alpha

b
e
s
t
i
m
m
e
n

Halbe

multipliziert

Gamma

T
a
n
g
e
n
s
 
A
l
p
h
a

Einheitskreis

ableitbar

Stelle

kennen
Lösungen

mal Sinusbetrachten Quotienten

Sinus Alpha

genau

β

Problem

berechnen

P
i
 
H
a
l
b
e

d
e
f
i
n
i
e
r
t

Grenzwert

h
o
c
h

ξ

Lösung

wissen

größer

e
r
s
e
t
z
e
n

möchte z
w
e
i
t
e

Punkte

liegt

befindet

S
i
n
u
s
 
Q
u
a
d
r
a
t

Quotient

recht

diesmal

e
n
t
s
p
r
i
c
h
t

Produkt

passiert

gerade

arctan

zweiten

drei

Dreieck

versuchen

Formel

Schauen

N
e
n
n
e
r

Situation

Bereich

kenne

f'

F
o
r
m
e
l
n

G
r
a
d

Omega

m
i
n
u
s
 
A
l
p
h
a

Hälfte

wählen könnte

F
o
r
m

erinnere

gut

Konstante

Weise

folgt

Faktor

m
i
n
u
s
 
S
i
n
u
s

Länge

Pi periodisch

Definition

Lassen

Vektor

Berechnungen

Kapitel K
o
s
i
n
u
s
 
A
l
p
h
a

Position

z²

Winkel α

lösen

Relation

Höhe

Funktionen

beginnen

gehen

Stetigkeit Pi minus

Heute

bestimmt

rot

Element

T
a
n
g
e
n
s
f
u
n
k
t
i
o
n

tendiert

Fläche

nutzen

Tat

Zahl

Menge

Typ

bekannt

minus Wurzel

links

Sinus Beta

nimmtIntervall

n
ä
c
h
s
t
e
n
 
M
a
l

zeigen

f
o
r
m
u
l
i
e
r
e
n

trigonometrischen Kreis

Richtung

Größe

gleichen

arcsin

trigonometrischen Funktionen

positive

Art

schreibe

Gleichungen

Symmetrie

unendlich

Arkussinus

Cosinus Quadrat

ganz

e
r
s
e
t
z
e

m
i
n
u
s
 
B
e
t
a

Alpha Beta

Ausdruck

x²

x2

reelle Zahl

Video

1

https://mediaspace.epfl.ch/media/0_g1v378c2
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_g1v378c2


Guten Tag! Das letzte Mal haben wir die Stetigkeit trigonometrischer
Funktionen untersucht. Heute werden wir uns einer Eigenschaft
zuwenden, die als die der Stetigkeit. Wir werden uns mit der Ableitung
trigonometrischer Funktionen beschäftigen. Lassen Sie uns erst
zusammenfassen, was man unter einer Ableitung versteht. Um eine
Ableitung vorzunehmen, betrachten wir eine Funktion, die wir hier f
nennen, und untersuchen dieses an einem Punkt xi (ξ) der sich im
Definitionsbereich der Funktion befindet. Was genau bedeutet nun "im
Definitionsbereich"? Hier haben wir eine Achse reeller Zahlen und in
Blau haben wir hier den Definitionsbereich der Funktion f. Der Punkt xi
(ξ) befindet sich in diesem Definitionsbereich, weil ich eine positive
Zahl Epsilon (ξ) finde - normalerweise ist dies eine kleine Zahl - so wie
im Intervall zwischen xi minus Epsilon und xi plus Epsilon, dieses
gesamte Intervall liegt im Definitionsbereich. Wir werden uns nun auf
einen Punkt xi dieser Art konzentrieren und wir wählen ein weiteres xi,
einen zweiten Punkt x irgendwo in diesem Intervall zwischen xi minus
Epsilon und xi plus Epsilon.
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Wir haben hier also eine Situation, für xi ist das x ist einfach nur im
Intervall zwischen xi minus Epsilon und xi plus Epsilon. Hier haben Sie
den Graphen der Funktion f, y ist gleich f(x) und wir werden uns auf
zwei Punkte konzentrieren: den ersten Punkt hier, xi, f von xi; er liegt
auf dem Graphen der Funktion und ein zweiter Punkt x, f von x, der sich
hier befindet. Und wir betrachten eine Gerade, die durch diese zwei
Punkte geht. Dies ist eine Sekante, die üblicherweise den Graphen der
Funktion f schneidet. Wir werden uns nun der Steigung dieser Sekante
zuwenden, eine Steigung, die wir m xi von x nennen. Offensichtlich ist
diese Steigung von der Wahl von xi und x abhängig. Wir werden nun
allerdings xi fest bestimmen und x wird variabel sein. Aus diesem
Grund haben wir eine Asymmetrie in unserer Notation. rDiese Steigung,
per definitionem, diese Tangens Alpha (α) - der Winkel Alpha befindet
sich hier - ist die Differenz f von x minus f von xi. Hier ist sie positiv,
sie könnte allerdings negativ sein, geteilt durch die Differenz zwischen
x und xi. Erneut: dieses Differenz ist hier positiv, könnte aber absolut
auch negativ sein, und dieser Quotient gibt uns eine reelle Zahl, welche
exakt dem Tangens Alpha entspricht.
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Wir sagen - und dies ist eine Definition - dass die Funktion f ableitbar
am Punkt xi ist, dieser fixe Punkt im Innenbereich, wenn sein Limes -
also nehmen wir diese Steigung mit festem xi und variablem x, das xi
zustrebt - wenn also dies der Limes der Differenz der Funktionswerte
ist, geteilt durch die Differenz zwischen x und xi, wobei x Richtung xi
strebt. Wenn diese Grenze existiert, sagen wir die Funktion ist ableitbar.
Wir stellen fest, dass die Grenze f' von x der Ableitungswert der
Funktion f im Punkt xi oder die Ableitung der Funktion f im Punkt xi
ist. Schauen wir uns also an, was passiert. Hier haben wir x, das sich xi
annähert.
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Die Sekante führt also zu einer stabilen Position und wir erhalten als
Grenzwert einen Tangens der Kurve und können nun sagen f' von xi ist
tatsächlich die Steigung der Tangente der Funktionsgraphen. Und dieses
hier beschriebene Verhältnis, die Grenze dieses Verhältnisses, ist dieser
Tangens Phi mit Phi als Winkel, der die Tangente der Kurve bestimmt.
Wir können also die Gleichung dieser Tangente suchen. Was wissen
wir? Wir kennen den Punkt xi f von xi, was ein Punkt auf der Tangente
ist und wir kennen deren Steigung, die durch f' von xi gegeben ist. Wir
können also ableiten, dass y minus f von xi durch die Steigung f' x
multipliziert mit x minus xi ist. Oder, wenn Sie f von xi der anderen
Seite nehmen, was vielleicht die Standardversion der Notation dieser
Gleichung der Tangente ist, dann ist y gegeben durch eine Steigung f'
von xi, die mit x minus xi multipliziert und man fügt die Konstante plus
f am Punkt xi hinzu.
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Wir haben hier eine Ableitung in einem gegebenen Punkt xi, der sich
innerhalb des Definitionsbereichs befindet. Für jedes xi dieses Typs
kann man die Grenze berechnen und wenn nötig. die Grenze f' von xi.
Wir werden nun die Menge D f' umstellen, das wird also nun der
Bereich einer Funkion f' aller Punkte xi, für die man eine Ableitung
berechnen kann. Folglich wird f' diese Menge D f' in reelle Zahlen
umwandeln, xi wird immer in f' von xi umgewandelt, was einfach der
Grenze entspricht, die wir bereits erarbeitet hatten und die auf dem
Funktionsgraphen als Sekante liegt. Die Grenze ist also die Tangente,
die Steigung der Tangente. Diese Notationsart ist einfach, denn was
normalerweise stört, ist dass sich die Namen der Variablen ändern.
Vorher haben wir eine Funktion gehabt, die x zu f von x wandelt. Nun
haben wir eine Funktion, die xi zu f' von xi wandelt. Nun kann man
dieses xi mit x ersetzen, was das Verhalten der Funktion nicht verändert.
Das Problem ist, dass hier bei dieser Grenze ein anderer Buchstabe für x
gewählt werden muss. Man kann zum Beispiel t wählen und die Grenze
dann so formulieren, wie es hier geschehen ist. Häufig wird bevorzugt, t
glich x plus h zu bestimmen, das heißt h misst, wie weit sich von diesem
Wert x entfernt wird und wir kommen zu der letzten Formel: Am Punkt
x haben wir f plus h minus f von x und wir teilen durch diese Differenz,
die nur h ist.

Notes
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Wenn ich eine ableitbare Funktion habe, dann schreibe ich diese wie
folgt: das bedeutet, dass sie Ableitungen an mindestens mehreren
Punkten hat. Man erhält also eine Funktion, die f' heißt, die aber auch
häufig mit dem Symbol hier, d zu dx von f geschrieben wird. Und Sie
finden hier die entsprechende Schreibweise, x ist umgeformt zu d über
dx von f von x. Wenn Sie in dieser Notation den Wert in einem
gegebenen Punkt xi berechnen wollen, schlage ich Ihnen die folgende
Notation vor: hier haben Sie x, man sagt, man leitet in Bezug auf eine
Variable x ab und dann wählt man ein festes x xi, wenn man die
Steigung der Tangente in einem gegebenen Punkt erlangen will.
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Lassen Sie uns nun die Ableitung der Minusfunktion untersuchen. Ich
möchte also die Ableitung vom Sinus berechnen, das heißt ich nehme
den Sinus am Punkt x plus ein h, das positiv oder negativ sein kann,
minus den sinus von x und ich teile durch h, welches die Differenz
zwischen diesem x plus h und x ist, h strebt dabei gegen 0. Wir werden
nun die Verhältnisse verwenden, die Verhältnisse rund um die
trigonometrischen Funktionen. Wir hatten eine der Gleichungen, die uns
erlaubt, eine Differenz in ein Produkt zu wandeln. Eine Differenz von
Sinus lässt sich als 2 mal Sinus der Hälfte der Differenz der Winkel
schreiben. Cosinus ist die Halbsumme der Winkel. Hier addieren Sie die
zwei Winkel, x plus h plus x, Verzeihung, Sie subtrahieren zunächst die
Winkel, x plus h minus x, das ist die Hälfte der Differenz geteilt durch
2. Erst dann addieren Sie sie, x plus h plus x und nehmen die Hälfte und
haben nun die Halbsumme. x plus h minus x wird sich hier ein wenig
vereinfachen. Sie haben hier ein halbes h. Wenn Sie dies ein wenig
näher betrachten, was hier passiert, wenn h sich Null sehr stark nähert,
wird sich die Stetigkeit dem cosinus von x nähern.
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Im Gegenzug ist es hier ein bisschen problematischer, Sie haben einen
Sinus, der sich Null nähert und der durch Null geteilt wird. Hier finden
wir einen bekannten Limes, Sie sehen es schon besser, wenn Sie die 2
im Nenner lassen und den Limes Faktor um Faktor nehmen. Sie erhalten
also einen ersten Faktor, einen Limes von Sinus h Halbe über h Halbe,
wenn h zu Null strebt und einen halben Limes, der der Limes von
cosinus x plus h Halbe ist, wenn h Null anstrebt. Der erste Limes strebt
zu 1 und der zweite strebt zu Cosinus x und es bleibt Cosinus x.
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Wir erhalten folglich ein simples Ergebnis, die Sinusfunktion ist überall
ableitbar. Und ihre Ableitung ist durch den cosinus bestimmt. Sie
können also dieses Resultat am Sinusgraphen sehen. Hier haben Sie das
System x y, den Sinusgraphen mit Null bei Pi und 2 Pi, mit den
Höchstwerten 1, minus 1 am Punkt Pi Halbe und 3 Pi Halbe. Wenn Sie
nun eine Tangente betrachten... wir werden hier gestrichelt eine Größe 1
einzeichnen, sodass an der Vertikalen die Größe exakt die Ableitung ist
und wir nehmen diese Größe als Wert der Ableitung am Punkt Null.
Wenn wir nun hier x ein wenig erhöhen, haben wir das gleiche: an
diesem Punkt ist die Tangente 1, die Steigung dieser Tangente und
dieser Wert, ich nehme sie am Punkt x, wo ich die Ableitung berechnet
habe. Wenn ich x nach und nach erhöhe erhält man eine Tangente, die
abflacht. Man sieht außerdem, dass ihre Ableitung nun immer kleiner
wird. Ich erreiche das Maximum hier bei Pi Halbe und dort ist die
Tangente sehr flach und die Ableitung von Sinus, die der Cosinus ist,
man sieht nun, dass dieser cosinus sich Null nähert. Indem ich x erhöhe,
erhalte ich nun Tangenten, die abfallen, und immer weiter abfallen. Für
x gleich Pi habe ich ein maximales Gefälle nach unten.
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Die Steigung ist nun minus 1 und ist de Wert des Cosinus am Punkt Pi.
Wenn ich dann weiter x erhöhe, nimmt der Sinus weiter ab, die
Tangente hat aber erneut die Tendenz flacher zu werden. Die Steigung
nimmt also zu und am niedrigsten Wert, der bei x gleich 3 Pi Halbe ist,
ist die Tangente sehr flach, die Steigung ist dort gleich Null. Der
Cosinus geht hier gegen Null und Sie können hier bis 2 Pi gehen. Es ist
klar, dass sich diese Periodisierung wiederholen wird. Und man erkennt
nun sehr gut anhand der Punkte der Grafik, dass die Ableitung von
Sinus durch Cosinus bestimmt ist.

Notes
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Wir können also das Ganze nochmal wiederholen für den Cosinus, was
sich allerdings nicht grundlegend ändert. Wir haben die gleichen
Schritte, um den Cosinus abzuleiten. Ich nehme diesen Quotienten
cosinus x + h minus cosinus x geteilt durch h und ich werde sehen, dass
h gegen Null strebt. Erneut, eine Differenz von Cosinus kann als
Produkt geschrieben werden. Dieses Mal, minus 2 mal sin sin die Hälfte
der Differenz und die Halbsumme der Winkel. Man erhält für die
Winkel die gleichen Werte h Halbe und x plus h Halbe. Dieses Mal
haben wir aber 2 Mal Sinus. Wir stellen erneut den Sinus h Halbe mit h
um, wie wir es bereits zuvor gemacht haben. Und dieses Mal, geht der
erste Limes zu 1, es bleibt ein negatives Vorzeichen, also habe ich minus
1 hier. Für den zweiten Limes, geht die Stetigkeit der Sinusfunktion
gegen Sinus x. Mir bleibt also nur minus minus x.
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Erneut kann ich die zweite Annahme festhalten, die Cosinusfunktion
genau wie die Sinusfunktion ist immer ableitbar in jedem Punkt und die
Ableitung wird dieses Mal nicht bestimmt durch Sinus, hier geht nun
eine gewisse Symmetrie verloren, sondern die Cosinusfunktion ist durch
minus minus gegeben. Erneut können Sie dies alles auf dem Graphen
wieder erkennen. Hier haben sie den Cosinusgraphen. Am
Ausgangspunkt ist die Tangente horizontal und der Sinus gleich Null.
Sie können hier ebenfalls x erhöhen. Hier haben Sie ein Gefälle nach
unten, als eine Steigung von maximal minus 1. Hier, ist die Steigung
mindestens aufgelöst. Dort geht die Maximalsteigung nach oben,
Richtung 1, was dem Wert von minus Sinus am Punkt 3 Pi Halbe
entspricht. Zum Schluss führt der Cosinus zu maximal 1, der
Maximalwert erneut mit einer horizontalen Tangente und minus Sinus
löst sich in diesem Punkt auf.
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Wir haben die Ableitungen von Sinus und von Cosinus gefunden, was
ist dann mit der Tangensfunktion? Ich erinnere Sie daran, dass die
Tangensfunktion durch die Menge D Tangens definiert ist. Es können
also nur Werte verwendet werden, bei denen der Cosinus sich nicht
auflöst und Tangens einfach der Quotient von Sinus und Cosinus ist.
Um einen Quotienten abzuleiten, muss man die Regeln kennen, wir
können die Quotienten der Funktion ableiten. Diese Ableitungsregel von
Quotienten werden wir nutzen, um den Quotient von Sinus über Cosinus
abzuleiten. Um dies zu tun, leiten wir einfach den Zähler ab, das hießt,
Sinus abgeleitet von Cosinus mal Zähler Cosinus minus Zähler Sinus,
der mit der Ableitung von Cosinus multipliziert wird und minus Sinus
ist. Das ganze wird durch das Quadrat des Nenners geteilt, also cosinus
zum Quadrat. Die beiden negativen Vorzeichen neutralisieren sich und
mir bleibt also ein Cosinus zum Quadrat oku Sinus zum Quadrat im
Zähler.
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Man sieht sofort, was wir nun für ein Ableitungsergebnis erhalten
haben. Ich beginne vielleicht mit der zweiten Variante, bei der Cosinus
zum Quadrat plus Sinus zum Quadrat 1 ergibt. Es bleibt also 1 über
Cosinus Quadrat und man sieht, dass alle Berechnungen überall richtig
sind, außer dort, wo der Kosinus sich auflöst, der Definitionsbereich der
Ableitung des Tangens ist also der Definitionsbereich der
Tangensfunktion. Diese Tangensfunktion ist also auch ableitbar, überall
dort, wo sie definiert ist. Wir können das Ergebnis auch anders
festhalten. Ich möchte hier unmissverständlich deutlich machen, dass es
keine Frage ist, eine der 2 Varianten zu wählen, die Ihnen sympathischer
erscheint, sondern Sie müssen sich beide Ergebnisse merken. Von einem
technischen Punkt der Berechnungen aus betrachtet, ist manchmal das
eine besser, manchmal das andere. Wir wissen aber schon, und das war
eine der Verhältnisse, die wir Pythagoras zuordnen können, dass 1 zu
Cosinus zum Quadrat auch als 1 plus Tangens zu Quadrat geschrieben
werden kann. Sie finden dies hier: es ist einfach diese Summe, die Sie
durch Cosinus zum Quadrat teilen müssen, Term für Term. Sie haben
also Cosinus zum Quadrat durch Cosinus zum Quadrat, was 1 ergibt.
Und Sinus zum Quadrat zu Cosinus zum Quadrat, was Tangens zum
Quadrat ergibt. Man könnte also auch sagen, die Ableitung des Tangens
ist 1 plus Tangens zum Quadrat.

Notes

Summary

15
m

 1
4s

8.2 Dérivées des fonctions trigonométriques 15 of 20

14

https://mediaspace.epfl.ch/media/0_g1v378c2?st=914


Fassen wir alles zusammen, das heißt die Tangensfunktion, welch hier
ist, ist überall, wo sie definiert ist, auch ableitbar und ihre Ableitung ist
durch 1 plus Tangens zum Quadrat bestimmt oder durch 1 zu Cosinus
zum Quadrat. Man kann natürlich versuchen, dies im Graphen
wiederzufinden, hier also haben Sie den Tangsgraphen, der Pi
periodisch ist, nicht 2 Pi periodisch, obwohl... auch 2 Pi periodisch. Was
wichtig ist, Pi ist periodisch. Beachten Sie, dass der Cosinus hier 2 Pi
periodisch ist, aber dank des Quadrats, ist 1 zu Cosinus Quadrat
ebenfalls Pi periodisch. Wenn Sie sich das nun also ansehen, fangen wir
also an mit den Werten von x an, die minus Pi Halbe, nur ein bisschen
darüber. Hier haben wir eine Tangente, die sehr stark positiv aufsteigt,
Hier sehen Sie, dass sie sehr positiv ist. Die Steigung flacht ab. Hier ist
die Steigung maximal, der Höchstwert ist dann gegeben bei 1 zu
Cosinus Quadrat von Null, also 1. Ich habe hier eine maximale Steigung
von 1 und die Steigung erhöht sich aufs Neue und das gleiche
wiederholt sich immer wieder.
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Für den Kotangens ist die Vorgehensweise die gleiche. Was sich hier
geändert hat, ist offensichtlich der zulässige Bereich, der sich geändert
hat und wir haben den Quotient von Cosinus zu Sinus, also es muss
dieses Mal zugegeben werden, dass nur x, wo der Sinus sich nicht
auflöst. Aber aufs Neue, wir leiten einen Quotienten ab, also die
Ableitung von Cosinus mal Sinus minus Cosinus mal die Ableitung von
Sinus, geteilt durch Sinus zum Quadrat. Wenn sie ein wenig hier
hinschauen, dann sehen Sie aufs neue, dass hier immer ein negatives
Vorzeichen ist. ich hebe das einmal hervor, es bleibt Sinus Quadrat plus
Cosinus Quadrat, was gleich 1 ergibt.
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Und wir sehen sofort, dass ich ein Ergebnis festhalten kann. Das ist die
Ableitung des Kotangens, überall also minus 1 zu Sinus Quadrat.
Daraus folgt, überall, wo der Kotangens existiert, gibt es auch eine
Ableitung. Oder auch, erneut, eine der Beziehungen, die wir von
Pythagoras haben, also minus 1 zu Sinus Quadrat, Sie können sehen,
dass ich es hier als minus 1 minus Kotangens Quadrat schreibe. Sie
können also wieder einfach den Zähler, der hier eine Summe ist, Term
für Term eingeben und erhalten dann eins und eins zu Sinus Quadrat,
Verzeihung, eins und den Kotangens hier.
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Die Annahme ist also folgende: die Kotangensfunktion ist ebenfalls
überall ableitbar, ihre Ableitung ist gleich minus eins zu Sinus Quadrat
oder minus eins minus Kotangens Quadrat. Sie können auch hier sehen,
dass dies korrekt ist, zunächst haben Sie also einen starken Abfall, der
zunehmen weniger stark wird. Dieses minus eins zu Sinus Quadrat, das
zunehmend größer wird, haben Sie hier. Die Steigung von minus eins ist
hier die größtmögliche Steigung. Und dann, wenn Sie zurück zum Pol
kommen und dies sich Pi mal wiederholt... bei jeder Periode.

Notes

Summary
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Was ziehen wir also als heutige Bilanz? Wir haben uns noch einmal die
Ableitbarkeit in Erinnerung gerufen, das hießt die Interpretation als die
Steigung einer Tangente und wir haben zeigen können, dass alle
trigonometrischen Funktionen ableitbar sind. Also Sinus, Cosinus,
Tangens und Kotangens und wir haben einfach Formeln gefunden, um
diese Funktionen abzuleiten sowie dass die Ableitung des Sinus einfach
durch den Cosinus bestimmt ist. Das nächste Mal werden wir uns mit
der Ableitung umgekehrter trigonometrischer Funktionen befassen. Ich
danke Ihnen - bis zum nächsten Mal!

Notes

Summary
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