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Fonctions logarithmigues et exponentielles
9.3 Exponentielles et logarithmes

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles
Prof Hans-Jorg Ruppen
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Définition et graphe de I'exponentielle

Nous avons vu que la fonction logarithme
naturel

In:R} - R

x dt
X Inx:]—
1t

est continue et strictement croissante.
Elle est donc bijective.

I

y=Inx

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Guten Tag! Wahrend der letzten beiden Vortrdge haben wir den Begriff
Logarithmus und logarithmischer Funktionen eingefiihrt. Heute werden
wir uns fiir die Umkehrfunktion interessieren. Beginnen wir damit, uns
diese logarithmische Funktion anzuschauen: Inder eine positive reelle
Zahl in eine beliebige reelle Zahl umgewandelt. Das In x ist durch einen
Flacheninhalt gegeben, das wir bezeichnet haben als Integral von 1 in x
der Funktion 1/t dt und wir haben eine Zahl erhalten, die konstant ist, sie
ist ableitbar, sie nimmt stetig zu. Wir haben gesagt, dass wenn x rechts
gegen 0 tendiert, wird der log in Richtung - unendlich tendieren. Wenn x
in Richtung + unendlich tendiert, wird der log in Richtung + unendlich
tendieren. Sicher sehr langsam, aber dieser log x wird die Unendlichkeit
kreuzen. Also erhalten wir eine Funktion, die bijektiv ist. Jeder Wert von
y wird genau ein Mal vom log x eingenommen. Wir haben uns auch auf
das log x der besonderen Werte konzentriert. Demnach ist das log (1) =
0 das log (e) = 1. Also wird die Umkehrfunktion exponentiale Funktion

0Om 04s

genannt.

Notes

Summary

Chapitre 9: Fonctions logarithmiques et exponentielles
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Définition et graphe de I'exponentielle

La fonction inverse, appelée fonction
exponentielle, est définie par

exp:R - R}

X = expx

avec

Il

x (xeR})
In(expx) = x (xeR)

exp(In x)

It

y=Inx

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Sie wird bezeichnet als, wie wir es abkiirzen werden, "exp". Es sind die
drei ersten Buchstaben der Exponentialfunktion. Also wird sie, schauen
wir noch einmal, den log, der von reellen positiven Zahlen ausgeht, in
reelle Zahlen umwandeln. Die Umkehrfunktion wird die positiven und
negativen reellen Zahlen in positive reelle Zahlen umwandeln. Wir
werden bemerken, dass x einfach zu exp x umgewandelt wird. Per
definitionem haben wir exp(In), wobei es so ist, dass, was die eine
Funktion schafft, von der anderen zerstért wird. Zum Beispiel habe ich
exp(In x)), das x ergibt, dies gilt fiir all jene x, wo ich links etwas klar
Bestimmtes haben kann. Ich erinnere Sie daran, dass In x ausschliefllich
positive x akzeptiert. Also werden wir hier sagen miissen, dass x positiv
ist. Im Gegenzug ist exp nicht so problematisch, exp akzeptiert alle
reellen Zahlen. Das wird deutlicher, wenn man hier den Graphen von In
x nimmt. Wenn Sie den Graphen der Umkehrfunktion nehmen, das

heiflt, wenn Sie eine Achsensymmetrie y = x. machen.

Notes

Summary

9.3 Exponentielles et logarithmes
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Définition et graphe de I'exponentielle

La fonction inverse, appelée fonction
exponentielle, est définie par

exp:R - R}

X = expx

avec

Il

x (xeR})
In(expx) = x (xeR)

exp(In x)

Son graphe s'obtient par symétrie a partir
de celui du logarithme naturel.

Aussi, [exp(0) =1 et |exp(1) = e].

(Gl

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Hier, Sie erhalten den Graphen der Exponentialfunktion und man sieht
sehr gut, dass die Exponentialfunktion alle reellen Zahlen akzeptiert und
positive Zahlen ergibt. Die erste Reihe ist also vollstdndig bestimmt fiir
alle positiven x. In dem zweiten Beispiel nehmen wir zuerst ein x,
wenden exp und dann log an. In der ersten Etappe akzeptiert exp x alle
reellen x und man sieht es, dass eine positive Zahl herauskommt, also
kann der log den Wert exp x berechnen, und man erhélt x, dieses Mal fiir
alle x in R. Wenn wir uns noch einmal den Graphen der
Exponentialfunktion anschauen, die also eine steigende Monotonie ist,
erhalten wir die beiden bestimmten Werte, exp (0) = 1 und exp (1) = e;
dies sind die Werte, die den bemerkenswerten Werten der natiirlichen
log Funktion entsprachen.

2m 27s

Notes

Summary

Chapitre 9: Fonctions logarithmiques et exponentielles
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Définition et graphe de I'exponentielle

La fonction exponentielle est

e strictement croissante

e non majorée, | lim expx = oo

X—00

e minorée et | lim expx =0

X—>—00

e continue

d
o dérivable, | — expx = expx|. /1

Gl

ECOLE 1OL
FEDERALE DE L

y =expx

En effet, en dérivant l'identité
In(exp x) = x, nous avons

cexp'x=1.
exp x

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Benennen wir nun einige wichtige Gesetze der Exponentialfunktion.
Hier ist der Graph, er ist stetig ansteigend, das haben wir gesagt. Er wird
nicht erhoht, das heillt, dass wenn x in Richtung unendlich tendiert, e/
ebenfalls in Richtung + infini tendiert. Wir hatten hier fiir den log die
Umkehrfunktion, eine Funktion, die einen sehr langsamen Anstieg in
Richtung Unendlichkeit aufwies. Die Umkehrfunktion, hier e/x, wird im
Gegenzug in Richtung + infini tendieren, und zwar sehr schnell. Sie ist
absteigend, das heift, dass wenn x in Richtung - unendlich tendiert,
sieht man, dass e”x in Richtung O tendieren wird. Diese horizontale
Asymptote entspricht der verikalen Asymptote, die wir mit In x
herausgefunden haben. Sie ist konstant als konstante Umkehrfunktion.
Sie ist ableitbar, sie hat eine bemerkenswerte Ableitung. Die Ableitung
von exp x ist gleich exp x. Wir kénnen uns davon iiberzeugen, indem wir
von der Gleichung In (exp x) = x ausgehen. Dies gilt fiir alle beliebigen
Zahlen x. Indem ich ableite, erhalte ich also die log der Werte links, die
ich abgeleitet habe, 1 / Zahl Zahl Strich.

Notes

Summary

9.3 Exponentielles et logarithmes
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Définition et graphe de Iexponentielle .
La fonction exponentielle est

e strictement croissante y = expx

e non majorée, | lim expx = oo

X—00

e minorée et | lim expx =0

X—>—00

e continue

d
+ dérivable, | — expx = expx|. /1

En effet, en dérivant l'identité
In(exp x) = x, nous avons

cexp'x=1.
exp x

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Also 1 / exp x. exp' x. Rechts erhalte ich nach der Ableitung 1. Diese
Gleichung kann ich in Bezug auf die Ableitung von x l6sen und ich
erhalte das Ergebnis, dass die Ableitung von x ebenfalls eine
Exponentialfunktion von x ist.

Summary

Chapitre 9: Fonctions logarithmiques et exponentielles 6 of 25
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Relations exponentielles fondamentales

1. Pour tous a,be R, on a

exp(a+ b) = exp(a) exp(b).

exp(a+ b)

Il

(gl |

ECOLE POLYTECHNIQL
FEDERALE DE LAUSAN

En effet, en posant a = Ina et
b=Ing (a,3>0), nous avons

exp(Ina+Ing)
exp (In(v/3))
o

exp(a) exp(b) .

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Also hat die Exponentialfunktion bemerkenswerte Gesetze, die von den
bemerkenswerten Gesetzen der logarithmischen Funktion abhdngen.
Hier ist das erste, exp (a + b), a + b sind beliebige reelle Zahlen, also
kann ich dies durch die Exponentialfunktion des ersten Terms ersetzen
mal die Exponentialfunktion des zweiten Terms, also durch exp(a). exp
(b). Warum? Wir werden mit exp (a + b) beginnen, a und b sind zwei
reelle Zahlen. Die reelle Zahl a kann ich wie den Logarithmus einer
bestimmten Zahl « schreiben, einer positiven reellen Zahl. Und b kann
ich schreiben, dass der natiirliche log von 3 eine positive Zahl {3 ist. Dies
ist auf die Tatsache zuriickzufiihren, dass log eine surjektive Funktion
ist. Es ist eine Funktion, die jeden reellen Wert genau ein Mal nimmt.
Ich habe exakt ein o und ein 3 dieser Art. Dann ersetze ich a und b
durch In a und In b. Ich habe hier eine Summe der Logarithmen. Hier
benutze ich das fundamentale Gesetz der Logarithmen, und ich weik,
dass dies der Logarithmus des Produktes a mal {3 ist. Hier habe ich den
exp und den In, der eine wird den anderen ausgleichen, es bleibt a.

Notes

Summary

9.3 Exponentielles et logarithmes
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Relations exponentielles fondamentales

1. Pour tous a,b€e R, on a

exp(a+ b) = exp(a) exp(b).

En effet,

2. Pourtous a>0,peQ, on a

a? =exp(plna).

exp (In(a?))
exp(p Ina).

(Gl

ECOLE POLYTECHNIQL
FEDERALE DE LAUSANNE

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

B. Was ist also a? Wenn a durch In a gegeben ist, wenn ich die
Exponentialfunktion nehme, werde ich herausbekommen, dass die
Exponentialfunktion von a o ergibt. Also habe ich hier exp(a) und fiir {3
exp(b). Also erhalte ich schlieBlich das Ergebnis, dass die
Exponentialfunktion der Summe gleich ist wie das Produkt der
Exponentialfunktionen. Zweite wichtige Gleichung, wenn ich ein a
nehme, dieses Mal positiv, ein p, ein Element von Q, also eine rationale
Zahl. Ich nehme an, dass a’p gegeben ist durch exp (p In a). Warum?
Der Grund ist einfach, ich werde hier einen Trick geben, der oft
interessante Ergebnisse bringt. Ich werde dieses a’p wieder aufgreifen
und ich werden es zuerst anwenden auf den log und dann auf den exp.
Diese beiden Funktionen neutralisieren sich. Was interessant ist,
innerhalb von exp habe ich dieses In (a’\p). Hier kann ich ein Gesetz log
des Logarithmus anwenden. Das heiflt, dass ich diese Potenz p als
Produkt vor den log setzen kann, und ich erhalte also, dass es exp (p
In(a)) ist.

Notes

Summary

Chapitre 9: Fonctions logarithmiques et exponentielles
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Relations exponentielles fondamentales

1. Pour tous a,be R, on a

exp(a+ b) = exp(a) exp(b).

2. Pourtous a>0,peQ, on a

a?P=exp(plna).

Une puissance rationnelle d'un réel
positif peut donc s'exprimer a |'aide
de I'exponentielle !

I

ECOLE POLYTEC
FEDERALE DE LA

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Was hier tatsdchlich bemerkenswert ist, eine Potenz von dieser Art mit
einem rationalen p kann sich mithilfe der Exponentialfunktion
ausdriicken in Form von exp (p In (a)). Wir mussten uns immer
vergewissern, dass p rational war, dies war auf den Fakt
zuriickzufiihren, dass das logarithmische Gesetz, das ich soeben
angewandt habe, nur fiir diese p bewiesen ist. Jetzt konnen wir und
anschauen, was hier rechts ist und es gibt keinen Grund, zu sagen, dass
p rational ist, wir konnten genauso sagen, dass p eine irrationale Zahl
ist, das macht insgesamt Sinn, ich habe eine Zahl mal In a. Es ist eine
reelle Zahl, die Exponentialfunktion einer reellen Zahl ist bestimmt und
ich erhalte so ein a’p. Und wir werden dies als Definition von Potenz
nehmen. Somit ersetzt diese Gleichung, die wir hier haben, irgendwie
alle Definitionen von Potenz, die wir bis jetzt hatten. Nehmen wir zuerst

einen bestimmten Fall dieser Gleichung hier.

Notes

Summary

9.3 Exponentielles et logarithmes
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Exponentielle de hase e

Pour a= e, on a donc l'identité

e’ =exp(p) (peQ).

(Gl

Comme la fonction exponentielle est continue, on définit naturellement la

fonction puissance de e par

e“=exp(x) (xeR).

On dit que e~ est I'exponentielle de base e.

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Nehmen wir a = e. Also werden wir e”p haben, und hier werden wir In
(e) erhalten, und In (e) ergibt 1. Ich habe e”p = exp (p) mal In (e), das
war mal 1. Das gilt fiir alle p in Q. Ich weill, dass die
Exponentialfunktion hier eine Funktion ist, die bestimmt wird fiir alle p,
die reelle Zahlen sind, sie ist konstant. Wir werden einfach sagen, dass
dies per definitionem die Potenz e/\p ist, p, eine beliebige rationale oder
irrationale Zahl. Ich ersetze dieses p durch x, ich werde einfach sagen,
dass e”x immer durch exp (x) gegeben ist. Also findet man beide
Schreibweisen wieder, mal schreiben Sie die Exponentialfunktion exp
(x), mal schreiben Sie e’x, e ist diese Eulerzahl, man spricht von der

Basis der Exponentialfunktion.

Notes

Summary

Chapitre 9: Fonctions logarithmiques et exponentielles
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Exponentielle de hase a

Pour a> 0, on a l'identité

@ =exp(plna)=e’" (pecQ).

On définit alors la fonction puissance de a > 0 par

a=e" (xeR).

On dit que a* est I'exponentielle de base a.

Cette définition justifie la propriété du logarithme naturel

In(a*) =xIna (xeR).

L

ECOLE POLYTEC
FEDERALE DE LAUSAN

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Man kann auch eine beliebige positive Zahl a nehmen, dann schreibt
sich das a’p wie exp(p In(a)), also kann ich dieses Mal dieses exp durch
eNp. In (a)) ersetzen. Auch dies haben wir nur fiir p in Q bewiesen,
doch man kann voll und ganz sagen, dass der Ausdruck rechts fiir alle p
berechenbar sind, die reell sind, also werde ich dieses p durch eine
reelle Zahl x ersetzen und ich werde sagen, dass a’x, das per
definitionem immer durch e/\(x. In(a)) gegeben ist. Hier werden wir iiber
die Exponentialfunktion a’x mit der Basis a sprechen. Merken Sie sich
gut, dass, wenn man auf diese Weise vorgeht, es darauf hinauslauft zu
sagen, dass log de (a’x), wenn ich also den log dieser Grolle nehme,
erhalte ich x. In(a), dieses Mal fiir alle x in R. Genau dieses Gesetz
haben wir einzig und allein fiir die reellen x bewiesen und ich hatte
angekiindigt, dass dies auch wabhr ist fiir die beliebigen reellen Zahlen x.

Notes

Summary

9.3 Exponentielles et logarithmes
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Relations de I'exponentielle de hase e

Proposition

La fonction exponentielle

exp:R - R}
X = expx=e”

a les propriétés suivantes :
pour tous xi,x» € R

o |97 =1 e | (relation fondamentale)
e

® exl_XZ = _x car ext = e(X1—X2)+X2 = X172 X2
er2

'

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Fassen wir die Situation fiir die Basis-Exponentialfunktion e zusammen.
Zu Beginn, auf den beliebigen Wert fiir die Basis a werde ich etwas
spater zuriickkommen. Wir haben also einen Satz, der die
Exponentialfunktion exp von R in R+* vorgibt. Er hat die folgenden
Gesetze: Zundchst spielt dies fiir alle xI und x2, die reelle Zahlen sind,
positiv oder negativ, keine Rolle, e/AxI1 + x2) = e/x1 + e/x2. Hier
werden wir von  einer fundamentalen  Gleichung  der
Exponentialfunktion sprechen, da sie von der fundamentalen Gleichung
auf dem log abhédngt, doch wenn Sie sich diese Gleichung etwas néher
anschauen, werden Sie feststellen, dass ich dies sehr gut kenne, und
zwar ist es das, was ich gelernt habe, als ich gelernt habe, mit Potenzen
zu rechnen. Tatséchlich ist die Exponentialfunktion eine Potenz. Daher
erhélt man diese Gleichung hier. Wir haben es anhand des Rests gezeigt,
wir haben gesagt, dass exp (a + b) = exp(a). exp (b), also ist das genau
diese Gleichung. Man kann auch die Summe durch eine Differenz
ersetzen, das habe ich hier gemacht. Also ist dieses Mal e/(x1 - x2) =
e’x1 / e’x2. Warum?

Notes

Summary

Chapitre 9: Fonctions logarithmiques et exponentielles
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Relations de I'exponentielie de hase e

Proposition

La fonction exponentielle

exp:R - R}
X = expx=e”
a les propriétés suivantes :
pour tous xi, x> € R

o |97 =1 e® | (relation fondamentale)
g

® exl_XZ — _x car ext = e(X1—X2)+X2 = eX17 X2 X2
e*2

o |(e)2 = enn car In [(exl)x2] =xyIn(e®) = x1x2 .

S

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Sie kénnen dies mit der obigen fundamentalen Gleichung rechtfertigen.
Sie schreiben e”x1 als Potenz e. AnschlieBend ersetzen Sie das xI1 durch
x1 - x2 + x2.. Sie gruppieren die beiden ersten Terme neu, das ist
vollkommen legitim, und Sie erhalten mithilfe der fundamentalen
Gleichung e/\(x1 - x2). e/\x2) und Sie konnen dieses e’x2 verschieben,
das positiv ist. Die Exponentialfunktion ergibt immer ein positives
Ergebnis. Sie kénnen das e/x2 auf die andere Seite verschieben, und Sie
erhalten die gewliinschte Gleichung. Das dritte Gesetz, wenn Sie e/x1
nehmen, und das alles auf die Potenz x2 erheben, dann erhalten Sie
e/Nx1. x2). Merken Sie sich gut, dass Sie hier wirklich diese runden
Klammern da und dort schreiben miissen. Ohne diese Klammern wirkt
sich das x2 nur auf x1 aus. Also werden wir nur das x1 auf die Potenz x2
erheben. Hier will man wirklich den Ausdruck e”x1 zur Potenz x2
erheben, deshalb setze ich hier Klammern. Die Uberpriifung, ich werde
einfach tiberpriifen, dass die Logarithmen dieselben sind.

Notes

Summary

9.3 Exponentielles et logarithmes
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Relations e I'exponentielle de hase e

Proposition

La fonction exponentielle

exp:R - R}
X + expx=e”
a les propriétés suivantes :
pour tous xi, x> € R

o |97 =1 e | (relation fondamentale)
X1
® exl_XZ — _x car ext = e(xl—x2)+x2 = X172 X2
ex2

o |(e)2 =M car In [(eXI)XZ] =xyIn(eM) = x1x2 .

LG

Ol

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Die Terme links und rechts sind positiv, also kann ich die Logerithmen
links und rechts nehmen, und wenn die Logarithmen gleich sind, waren
die Ausdriicke ebenfalls gleich, weil der log eine bijektive Funktion war.
Also ist das log auf der linken Seite In [ (e’x1)"x2)] diese Potenz x2
kann ich vor den log setzen, als Faktor, so habe ich x2. In (e/x1) und der
log und die Exponentialfunktion neutralisieren sich, es bleibt also x1.
x2, was der log dessen ist, was sich rechts befindet. Schauen wir uns den
Fall an, wenn ich die Basis e durch eine beliebige positive reelle Basis a
ersetze.

Notes

Summary

Chapitre 9: Fonctions logarithmiques et exponentielles
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Relations de I'exponentielle de hase a

Proposition

La fonction exponentielle de base a € R*

a):R - R:
X > ax:exlna

a les mémes propriétés :
pour tous xi, x> € R

® aX1+X2 = g™ * car e(x1+x2)|na — e(x1 Ina)+(xalna) — ext In aelena
X1—X2 at (x1—x2)Ina (x1lna)-(x2lna) — &% 2
e 4d e car el =2 = e\ 2 =
ax

exolna

il

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Dieses Mal habe ich eine Funktion, die ich als a notiere, mit dieser
Klammer-Punkt-Klammer. Das heiflit, dass das x in a’x umgewandelt
wird. Ein a’x, das per definitionem durch e/[x. In (a)] gegeben ist. Ich
erinnere Sie daran, dass Sie dies einfach erhalten, indem Sie a”x ebenso
wie exp (In [a’x)]) schreiben. Man hat hier dieselben Gesetze, Sie haben
den Fakt, dass aNxI + x2) durch (a’x1). (a”x2) gegeben ist. Die
Uberpriifung ist dhnlich wie jene, die wir soeben durchgefiihrt haben,
Sie ersetzen links dieses a’\xI + x2), sie ersetzen es durch die
Definition, hier wird dieses a”x durch x1 + x2 ersetzt, also habe ich
eN(x1 + x2). In (a)]. Ich gebe dies aus und erhalte hier die
Exponentialfunktion einer Summe, dies ist also e Potenz als erster Term
mal e als zweiter Term. Den ersten Term vergleiche ich mit der
Definition von a’x, also macht dies a’xI. Der zweite Term ist aus
denselben Griinden gleich a”x2. Also habe ich hier (a”x1). (a”x2). Wenn
man anstelle einer Summe eine Differenz in die Potenz erhebt, also
aNx1 - x2), werden Sie den Quotienten (a”x1) / (a”x2) erhalten.

Notes

Summary

9.3 Exponentielles et logarithmes
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Relations de I'exponentielle de hase a

Proposition

La fonction exponentielle de base a € R*

a):R - R:
X > ax:exlna

a les mémes propriétés :
pour tous xi,x» € R

o | NITX2 = g1 px car elxtxe)lna — a(xilna)+(x2lna) — gxilnagxzlna
ax

o lzr e o 20| car elu—x)ing = glxiina)~(xaina) - €112
ax

° (axl)xz = % car (exllna)xz = eX1%2 Ina‘

eXolna

(Gl |

LYTECHNIQL
YE LAUSANNE

ECOLE PC
FEDERALE

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Hier konnen wir erneut die Tatsache beweisen, indem wir links durch
seine Definition ersetzen. Also wird bei der Potenz e das x zu (x1 - x2).
In (a). Beim Verteilen, und hier haben wir die Exponentialfunktion einer
Differenz, und in dem vorigen Satz haben wir gesehen, dass es der
Quotient der Exponentialfunktion ist, also habe ich hierbei [exp (xI.
In(a))] / [exp (x2. In(a))]. Den Zahler bestimme ich mithilfe der
Definition a’x1. Den Nenner als a’x2. So erhalte ich den gewiinschten
Quotienten. Schlielllich, wenn ich a”x1 habe, und das Ganze auf die
Potenz x2 erhebe, kann ich diesen Ausdruck einfach durch a’\(x1. x2)
ersetzen. Erneut begriinden wir das Ganze mithilfe der Definition a’x1,
das ist eA[x1. In (a)], alles mit der Potenz x2.. Und hier wissen wir, dass
wir die Potenzen multiplizieren kénnen und erhalten so e/\(x1. x2. In (a))
Wenn ich dies mit der Definition vergleiche, sehe ich, dass dies nichts
anderes ist als a in der Potenz, dieses Produkt x1. x2..

Notes

Summary

Chapitre 9: Fonctions logarithmiques et exponentielles

16 of 25



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_y6otyygk?st=895

16m 08s

Graphe de la fonction a*

Pour ae R*, la fonction al) est donnée

I(H

par y y — 3X
aV:R - R?
X ax:exlna a:3>1
3 =
Cette fonction est continue, dérivable,
d
— 3% = exlna Ina=a" Ina,
dx J
et monotone : | .
e strictement croissante si a > 1 -1 1
d X X
—a*=3lna>0
dx

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Nun interessieren wir uns ein wenig fiir den Graphen der Funktion a’x..
Das heif3t, fiir den Graphen jener Funktion, die eine reelle Zahl x in eine
positive Zahl x umwandelt, a’x, das durch eA[x. In (a)] gegeben ist.
Also, diese Funktion ist konstant, es ist die konstante Zusammensetzung
der Funktion. Sie ist ableitbar, man kann diese Potenz e ableiten. Also
werden wir als Ableitung e Potenz irgendwas irgendwas Strich erhalten.
Also e beliebige Potenz; die gesuchte Zahl. Also miissen wir eine
Konstante x mal ableiten. Wir geben die Konstante vor. Also erhalten
wir den Ausdruck a’x, der mal In (a) multipliziert wird. Wenn a groRer
ist als 1, dann ist In (a) positiv. Das a’x ist als e/\[x.In (a)] positiv, also
wird die Ableitung immer positiv sein. Somit wird die Funktion
monoton ansteigend sein. Dann kodnnen wir zwei bemerkenswerte
Punkte finden. Wenn ich a0 berechne, habe ich e/0, das 1 ergibt. Wenn
ich anl berechne, dann habe ich eAln (a), das a ergibt, also erhalte ich

hier, wenn a 3 entspricht, fiir I den Wert von 3.

Notes

Summary

9.3 Exponentielles et logarithmes
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Graphe de la fonction a*

Pour ae R*, la fonction al) est donnée
par
aV:R - R?

X > ax:exlna.

Cette fonction est continue, dérivable,

d

—a =" Ina=a"Ina,

dx

et monotone
e strictement croissante si a > 1

d
&a":a" Ina>0

(Gl |
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Qu

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Und mithilfe dieser beiden Punkte kann ich
ansteigende Funktion zeichnen. Wenn ich das a = 3 durch a = e ersetze,
das ein wenig kleiner ist, erhalte ich diesen Graphen hier. Hier ist a

gleich 2, das ist der Graph der Funktion 2/x.

diese monotone,

17m 28s

Notes

Summary
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Graphe de la fonction a* I

Pour ae R*, la fonction al) est donnée

par y
aV:R - R
X > ax:exlna 321
Cette fonction est continue, dérivable,
d X xlna X
=2 Ce Ina=a*Ina, ] —y =1
et monotone | I .
. -1 1|
e constantesi a=1
d
—1%=0
dx

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Wenn man diesen Fall a = 1 nimmt, aber dieser ist wirklich eine
Ausnahme, weil Sie da tatsdchlich 1/x1 haben, also ist a gleich 1, also
ist hier In a gleich 0; e/\0 ist immer 1, es ist eine Konstante. Um hier,
wohlgemerkt durch Umverteilung in dieser Formel, die Ableitung 1/(x.
0) zu finden, hier kommt also die Ableitung Null heraus, hier gibt es
nicht viel zu sagen, es ist eine waagerechte Gerade.

17m 46s

Summary
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Graphe de la fonction a*

Pour ae R*, la fonction al) est donnée

(gl |

ECOLE POLYTECHNIQL
FEDERALE DE LAUSANN

par y

aV:R - R 1

X > ax:exlna a=§<1

Cette fonction est continue, dérivable,

d

—a =" lna=a"Ina,

dx i

1. y=3>
et monotone 3 ! "
-1 1

e strictement décroissante si a< 1

d

X X
—a*=a"lna<0.
dx

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wenn wiederum a zwischen 0 und 1 liegt, bleibt das a”x positiv, jedoch
wird das In a negativ, also ist die Funktion monoton absteigend. Erneut
erhdlt man fiir x = 0 das Ergebnis 1. Wenn ich hier x = 0 nehme, erhalte
ich e"0, das 1 ergibt. Wenn ich x =1 nehme, erhalte ich eAln(a), also
erhalte ich a; also habe ich hier a = 1/2 genommen, wobei ich fiir 1 das
Ergebnis 1/2. erhalte. Die Funktion ist monoton absteigend. Merken Sie
sich gut, dass man vorzugsweise 2/-x anstelle von (1/2)"x. schreibt. Hier
ist a gleich 1/e.. Hier ist a gleich 1/3..

Notes

Summary

Chapitre 9: Fonctions logarithmiques et exponentielles
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Logarithme tde hase a

Pour ae R*\{1}, la fonction a®") est bijective.

Sa fonction inverse est définie par |'équivalence

Iny

y=aeIny=xlhaex=—-=log,y.

Ina

L

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Betrachten wir noch einmal diese Exponentialfunktion a Potenz von
irgendwas. Mit einem positiven a, das aber nicht gleich 1 ist. Fiira = 1
hatten wir diesen ungewohnlichen Fall einer waagerechen Gerade. Doch
fiir alle anderen Werte von a ist die Funktion a bijektiv, sie ist entweder
an- oder absteigend. Wir konnen versuchen, die Gleichung y = a’x in
Bezug auf x zu lé6sen. Wenn Sie also eine Gleichung haben, wo die
Unbekannte, die gesuchte Grofe, in der Potenz steht, konnen Sie
versuchen, den Logarithmus links oder rechts zu nehmen, so lange die
Glieder positiv sind. Das heif§t also, dass a’x ein e/[x. In (a)] ist. Es ist
also eine Exponentialfunktion, und somit positiv. Wir konnen diese
Gleichung nur fiir positive Zahlen y l6sen. Also nehme ich den log links,
In y. Rechts ist es x. In (a), das In a, wobei a verschieden von 1 ist, und
nicht null, also kann ich es durch In a teilen. Ich erhalte mein x in Form
von In (y) / In (a). So ergibt sich sofort diese Art Quotient und wir
werden ihn abkiirzen als log von y mit einem a als Messzahl. Per

Definition ist der log (y) mit der Basis a der Quotient In (y) / In (a).

Notes

Summary

9.3 Exponentielles et logarithmes
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Logarithme de hase a

Pour aeR*\{1}, la fonction a®) est bijective.

Sa fonction inverse est définie par |'équivalence

In
y:axcrlny:xlnac»x:l—yzlogay.
na
La fonction log, est donc définie par
log,: R} - R
In x
x = log,x=—.
Ina

C'est le logarithme de base a.

(gl |
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Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Also ermoglicht dies es, die folgende Definition zu geben: Wir werden
eine Funktion log mit Basis a definieren, mit einem positiven a, das
verschieden von 1 ist, welches x in In (x) / In (a) umwandelt. Hier ist In
a eine Konstante, es ist das x, das variabel ist. Wir werden vom
Logarithmus auf der Basis von a sprechen.

20m 12s

Notes

Summary
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Graphe de la fonction log,

Pour ae R*\{1}, la fonction log, est
donnée par

log, :Rl - R

In x
X = IOgaX: E

(.

Cette fonction et continue, dérivable,

d | 1
— log_x =
dx 22" XIna’
e strictement décroissante si a< 1 .
d 1
—log. x = <0.
dx Ba xIna

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Wenn wir den Graphen dieser log Funktionen mit der Basis a kennen
wollen, wir werden einfach bemerken, dass sie konstant ist, es ist eine
konstante Funktion, In x, geteilt durch eine Konstante. Sie ist ableitbar,
es geniigt, diesen Ausdruck abzuleiten, der eine Art Konstante mal In x
ist, also erhdlt man die Ableitung von In x, die 1/x mal diese Konstante
ist, also 1/ (x. In a). Wenn also a positiv ist, ist der In a auch positiv. Das
x muss ebenfalls positiv sein, zumal es in dem Definitionsbereich von
log auf der Basis von a ist, die Funktion ist monoton ansteigend.
Nehmen Sie die Funktion 3%, wenn beispielsweise a gleich 3; 3/x. Und
die Umkehrfunktion log mit der Basis 3, die hier ist und die in der Tat
monoton ansteigend ist. Wenn man ein a zwischen 0 und 1 nimmt, ist In
a dieses Mal negativ Wenn Sie also von (1/2)"x ausgehen oder von 2/-x,
ist die Umkehrfunktion gegeben durch den log auf halber Basis von x.
Man sieht, dass es dieses Mal eine monotone, ansteigende Funktion ist.

Notes

Summary
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Graphe de la fonction log,

Pour ae R*\{1}, la fonction log, est y
donnée par

log, :RYl - R

In x
X = IOgaX: E

Cette fonction et continue, dérivable,

d | 1
—log,x =
dx ~°  xlna’ ,
e strictement décroissante si a<1
d 1
— log, x = <0.
dx 7 xlna
Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Notes

Der log von 1 ergibt immer 0 und der log mit der Basis 1/2 ist [In (1/2)]
/ [In (1/2)] donne 1. Dies ist ein Phdnomen, das man immer vorfindet.
Hier, wenn die Basis 1/3 ist, ist der log mit der Basis 1/3 von 1/3 gleich

1.

Summary
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Logarithmes de hase e,10 et 2

Les logarithmes les plus utilisés sont

e le logarithme naturel, noté In,
e le logarithme de base 10, noté log;,,

e le logarithme de base 2, noté log, .

(gl |

LYTECHNIQL

ECOLE POLY
FEDERALE DE LAUSANNE

Fonctions trigonométriques, logarithmiques et exponentielles

Dann sind die am meisten verwendeten Basen, meist sind diese Basen
Eulerzahlen, dann ist der natiirliche log weit von dem am meisten
verwendeten Logarithmus entfernt. Warum? Schlicht deswegen, weil er
die einfachsten Gesetze reprdsentiert, die Ableitung ist einfach 1/x, die
Umkehrfunktion ist einfach e”x, die Ableitung der Umkehrfunktion
somit die Ableitung von e”x, das macht e’x.. In der Vergangenheit hat
man oft den Logarithmus mit der Basis 10 benutzt, er ist besonders
interessant, weil man dort auf einfache Weise die log der Potenzen von
10 berechnen konnte, so dass der log auf der Basis 10 von 1000 3 ergab,
der log mit der Basis 10 von 100 2 ergab, etc. Wir werden noch den log
auf der Basis von 2 verwenden, wohlgemerkt in der informativen
Theorie. So kommen wir zum Ende dieses Vortrags, der nédchste Vortrag
wird etwas speziell sein, es wird der letzte Vortrag dieses Kurses sein.
Also, bis zum nédchsten Mal.

Notes

Summary
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